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EI 


1. Gli illustri Abel e Liouville hanno dimostrato (il primo nella Memoria a pa- 
gina 33 del primo volume delle sue opere complete, ed il secondo nella Nota: Sui 
trascendenti elittici, di prima e di seconda specie, considerati come funzione dell’ 
ampiezza, nota che fa parte del vol: XIV del Giornale della Scuola Politecnica) hanno 
dimostrato il 


TEOREMA. Se l’integrale 
(1) fax 
yR 
è possibile con soli logaritmi, devono necessariamente esistere due polinomi interi, 
Pel, è quali soddisfacciano alla equazione 


(2) (P + Q /R)(P— Q YR) = P°— QR = una costante, 


ove si supponga che fed R sieno polinomi interi rispetto alla x, l’ultimo dei quali 
non ammetta fattori moltipli. 
Tale teorema, che è base di ricerche importanti di questi due Grandi Analisti, 

può essere esteso, con poca modificazione, a tutti gli integrali della forma 

fax 

is 2 

x DCE 

ove fe @ rappresentano polinomi interi rispetto alla x, il secondo dei quali, se am- 
mette un fattore della forma (x — x,)’, p essendo intero, si suppone p < m, e dove 
m è un numero primo qualunque. 
\ La dimostrazione di questa proposizione, generalizzazione del teorema sopra ri- 
cordato, è scopo principale della presente nota. 
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2. Prima perd di procedere a tale dimostrazione, mi giova ricordare alcune pro- 
posizioni; ed in primo luogo, che 
L’integrale 
(3) Fir 
gm 
le lettere fe 5 conservano il significato che avevano nel numero precedente, preso 
fra limiti finiti, reali od immaginari, facendo percorrere alla variabile complessa 
x, fra detti limiti, una linea retta, non può mai essere infinito. 
Dapprima è evidente, che se sulla porzione finita della retta, lungo la quale si 


effettua l'integrazione, non esistono punti pei quali l’espressione Di infinita, nem- 
meno il valore dell’integrale definito potrà divenirlo. iad 

In secondo luogo, supponiamo che x, sia un valore della variabile complessa x, 
situato su detta porzione della retta lungo la quale si effettua l'integrazione, il quale 


vi 


faccia acquistare alla espressione —— un valore infinito. Tale valore della x, dovrà 
gm 
necessariamente soddisfare alla equazione 0(x,) = 0, e perciò esisterà la relazione 
= (x — x,)"0,, ove n<m e 9, è un polinomio, intero rispetto alla x, primo 
con x — %,; e perciò, per le formole del Ch"°. Cauchy, saremo condotti a consi- 
derare l’integrale definito singolare 
xt Ae 
(4 i, 
hi 
ove e è una quantità piccolissima, e che si può supporre decrescere fino al limite 
zero, e x una quantità finita. Dalla natura dell’integrale definito (4), e da quella di 
tutti gli altri analoghi allo stesso, e che prendono origine dalle altre radici della 
equazione 9 — 0, che per avventura si potessero trovare sulla porzione della retta 
d'integrazione compresa fra i limiti, quella dipende dell’integrale definito (3). E l’in- 
tegrale definito (3), preso nel modo stato indicato, non potrà riuscire nè infinito, nè 
indeterminato, se tale non è l’integrale definito (4), il quale è atto a -rappresentare 
uno qualunque degli integrali definiti singolari, dalla valutazione dei quali, quella di- 
pende del (3). 
Ora l’integrale (4) può venir calcolato nel modo seguente, 


er, x tue TO THE 


VERI) dx 


Fee E: LS 77 * 
Lot E Toe (x = 7 gr 67 (x) X o—€ (x T4 x)” 
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ove x rappresenta un valore della x, preso sulla retta d’integrazione, intermedio fra 
Z—e ed x, + pe. Dalla relazione precedente risulta 





di ae mn m—n 
rm Br Ra ee Te ER eu" — fe) 
67 (x) Xo (x ro Xo) 6, (x) 
x voti 
e facendo tendere e verso zero, Sud tende verso Se. > e quindi verso un va- 
9 (x) 67 (©) 


lore finito; ma la quantità fra parentesi, poichè n < m, tenderà verso zero, e sarà 
nulla con e, dunque il valore dell’integrale definito singolare (4) tende verso zero, e 
perciò l’integrale definito (3), che consideriamo, non può divenire nè infinito nè in- 
determinato, quando si prenda nel modo indicato, fra limiti finiti. 

3. Altra proposizione, che mi giova ricordare, è la seguente : 

Se la funzione 


L 2 mat 
X==P +P, 6 + Pio" +... . +P”, 
nella quale P,, P,, P., .... Pr: sono polinomi interi rispetto alla x, si annulla 


per x = a; il polinomio 0 essendo sempre nelle condizioni fin quì supposte, ed m 
uno intero qualunque, si verificherà una di queste due cose: 1° quando 0 non è 
divisibile per x — a, X, divisa per una certa potenza di esponente intero dix—a, 
conserverà un valore finito diverso da zero per x = a. 2° quando x = a divide 
6, allora X divisa per una certa potenza di x — a, di esponente intero, o frazio- 
nario il denominatore del quale sia divisore di m, conserverà un valore finito per 
c= a. 

1° E certo che nessuna delle derivate successive, ad indice intero, di X pud di- 
venire infinita per x — a; poichè ridotti allo stesso denominatore tutti i termini dei 


a 


quali tale derivata € composta, questo denominatore comune sara una certa polenza 


3 
di 6”, e quindi da zero differente, poichè 6(a) è da zero diverso. 
Le derivate successive di X non possono essere tutte nulle, per x = a. Diffatti 


a 


il prodotto, ove « è radice primitiva dell’equazione a” —1=0, 


ma m—i 


L mar Cu mas 
(5) (Po+ Pe” +... + P,_,6” )(P, + «P,9” +... + a”"!P,_,9”)... 


md 


—— 


1 
(Beer a™ PO Lt oP, ,0 ” | 
essendo funzione simmetrica delle radici dell’equazione 


4 

(6) 9” 1” — funzione razionale della x, 
si ridurrà ad una funzione intera della x, e quindi non potrà essere in rapporto fi- 
nito, che con una potenza di grado finito di x — a, nell'ipotesi di x = a. 
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Si osservi che nessuno dei fattori del predotto (5), nè delle derivate degli stessi 
diviene infinito per x = a; dunque nessuno di tali fattori assieme a tutte le sue de- 
rivate può esser nullo per 2 = a, senza di che lo sarebbe il prodotto (5) e tutte 
le sue derivate, il che è impossibile. Diffatti una derivata d’ordine qualunque, intero 
del prodotto (5) può essere decomposta in una somma di prodotti, ciascuno dei quali 
abbia per fattore, od uno dei fattori del prodotto (5) od una delle derivate di tale 
fattore, le quali se tutte, assieme a questo fattore, fossero nulle, nulle sarebbero pure 
tutte le derivate del prodotto (5), dunque ec. 

Se s’indica con q, l’ordine della prima derivata di X, che non si annulla per 
SAM es 
parte della proposizione sopra ricordata (*). 

2° Se si ammette che x — a sia fattore di (x) allora 6(a) = 0, e quindi per 
Cea Sin 


4: er mi 
Por te pig AD Vo (le 

ma per ipotesi, si ha pure X = 0, e per la sottrazione della prima di queste equa- 
zioni dalla seconda si ottiene, nell’ipotesi istessa, P, = 0. 

Sia % un’intero, e 0, un polinomio intero rispetto alla x, non divisibile per æ—«, 
determinati in modo che si abbia 9 = (x — a)*6,, allora sarà 
Eden <3 Zt (nni IL 
X=P, +P,(x — a)” 6% + P,(x — a)" 07 +... + Pu — a) “ 0,7. 
Quindi tutti i termini di X saranno divisibili, ciascuno per una certa potenza di x —a. 

Fra i diversi interi 0, k, 2%, .... (m—1)k, scegliamo gli incongrui rispetto al 
modulo m, e sieno, 0, py, Pa 3 +» p, i loro residui minimi positivi relativamente 
al modulo suddetto, ciascuno d’essi perciò, sarà dagli altri differente, e può essere 
residuo di parecchi degli interi contenuti nella serie 0, k, 2k, ... (m—1)k. Radunando 
tutti i termini di X nei quali il residuo minimo positivo del numeratore dello espo- 


nente di x — a è lo stesso, si avrà 
Pi Ps Pn 


X= OL Ole alano re. + Q,(& — a)" 


2: 
ove Q,, Q,, Q, ,.…. , Q, saranno polinomi della forma x, + x, a” + etc., e dove 
Xo» Xr» ete. sono funzioni intere della x. 


Per il detto relativamente al primo caso, poichè 6, non è divisibile per x — a, 


I, 


(*) Allo stesso risultato si perviene mediante lo sviluppo in serie della funzione X, metodo che perd 
ho creduto conveniente evitare. 


7» sarà evidentemente finita per &—=a, con che è provata la prima 


dI 
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>» Q,, ..., Q, saranno ciascuno in rapporto finito con una certa potenza intera 
di æ— a (l’esponente ne può essere anche zero); per un certo numero di essi, l’e- 
sponente di x — a potrà avere lo stesso valore, e fra questi ve ne sarà uno più 


piccolo che negli analoghi, fra quelli nei quali detto esponente è più piccolo che ne- 
4 


gli altri, quello scegliamo che è coefficiente di (x — a)” con l’esponente inferiore a 
tutti gli altri; due di questi ultimi esponenti non possono mai essere uguali tra loro. 
Pr 
Sia Q,(æ — a)” tale termine, e sia q, l’esponente della potenza intera, di a—a, 
che è in rapporto finito con Q,, e q, il numero corrispondente a q, per Q,. Al- 
lora facendo 


P, 
Y me: vi = Q(x Le a)” 
Pr 
Ve te: 
e dividendo i due membri di questa eguaglianza per (x — a) AU ner ad 


si annullera. Diffatti tutti i termini del quoziente del secondo membro , nella fatta 
ipotesi, si annullano poichè in quelli pei quali q, = q,, l'esponente p, >p,, e per 
quelli nei quali lo esponente q, > q, si ha gg — q,. + 1 ovvero q, >q, + 1, ora 
essendo Pr < m Sara q, +2 <q, +1 e percio qo > % +È e quindi tutti ı 
n 
tnt ie 
termini di Y divisi per (2 — a)" ™ contengono ancora per fattore æ—a con un’ 











esponente positivo, e quindi sono nulli per x = a, dunque per a =a, 
x EA ae Q, 
q 2: q (a — a)” 
NA) wea)” ™ 


— una quantita finita diversa da zero. 

Quindi la potenza di æ — a, che & in questo secondo caso in rapporto finito con 
X o è intera, od il suo esponente ha per divisore m, ad un suo fattore, con che 
resta provata la proposizione ricordata. 

4. Consideriamo ora l’integrale 


(7) f fie 
= 


ove f e 6 soddisfano alle condizioni enunciate al N? 1. 
È noto, per la Memoria del Sig. Tchebichef, inserita nel volume pel 1853 del 
Giornale di Matematica pura ed applicata del Sig. Liouville, che quando l’integrale (7) 
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può essere espresso con soli logaritmi, sarà sempre lecito supporre I’ equazione se- 
guente identicamente soddisfatta, 


fax n=m—1 4 2 a a" 
(8) af — A log TAP, «01 + cîn Pot En... + dt PL 
n=( 


gr 


ove i Po, P,, P,...P,,_, sono polinomi interi rispetto alla x, ed « radice pri- 
n=m—i . . . 
mitiva dell’equazione &”— 1 = 0, e dove II indica, al solito, il prodotto di tutti 


n=0 


i fattori che si ottengono ponendo in quello, che da tale segno è preceduto, al luogo 
di n, successivamente tutti gli interi compresi fra zero ed m — 1 inclusivamente. 
5. Se 0 ammette (x — a)? per fattore, e che f non sia esattamente divisibile 
per (x — a)P-*, P, sarà divisibile per x — a. 
Dalla differenziazione dell’equazione (8)Zimmediatamente si ricava 


(9) J 


—— 


2. 
SE 


Ir 


L L » 
&(P,+P,9”"+...)....(Po+a""!P,9” +...) (Poa TIP 9” -h...)...- 
L. d a mor 
Y (Po+a P, 6"-+...) Ta Poe Pio" oe al P19” ) 








Se (PARTS .....)....(P, aR 0°...) 
a. L 3 
e(P,+P,8”-+...)....(Po+a”""P,9”+...\(PÄ,+a"*"P,9"-+...).... 
n=m—} i (Po + ar—ıP 9” + di P, 
ee > Can da 
Ba (Pi Po. ERP "Po ee 
me i aie Se Es Uae 5 one ee ava eee 
A ce L 
gt) (PoP 6" -+...)...(Po+o®"!P,0”...)\(P,+a”*'P 6"-+...).. 
IM] = d = 
u=m— I (P,+ & P,6 -r- ee) Ne (P,9 ) 
=» 4 
=o (Py + PB" +...) (Py + Pio” +...) 
whe ng et ala wh ee ae + oe 5: sli RL 
1 4 L 
«”*(P.-FP,9”+...).... (Porta P67...) (Poa? Pb" +-..).. 
1 d mA 
"a (Pot a” —*P,6"-+-...) ue (Par 0” ) 
nà x 





nee (Pye P,07+ ....) seve (Poh ati P +...) 
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Nel secondo membro di questa identità consideriamo in particolare il termine ge- 
nerico 





L u ca 
PHP" +.) (Pot Pete PO" oa.) 
tu d DI 
n=m—t1 (Pot P 6" +...) ig 6”) 
(10) re + 
NE (P, cm P,9" + coe) .... (Da + oe” + Ma) 
hi 1 i ca 
d È ante (P_+-P07+...).. (Pte "PP 6"-+...) (Poa P6"+...)... 
pals RR (Po a He 
— - IR L. = 
a ee (Po + Pie" +...) (Po + a771P,07 + ....) 


Ora il numeratore ed il denominatore della frazione risultante dal Ÿ del secondo 
membro della identità (10), sono funzioni simmetriche delle radici della equazione (6), 
e quindi funzioni razionali intere della x. Il numeratore poi di questa frazione si 
annulla per ciascuna delle radici dell'equazione 0 = 0, dunque esso ammetterà 6 come 
fattore (*) , e perciò potrà essere messo sotto la forma 0 X,, X, essendo funzione 
intera della x. Rappresento con Y la funzione della x, essa pure intera, che ne è 
denominatore. In tale modo il termine (10), che attualmente consideriamo, prenderà 
la forma 








La 0X, U SEEN: r 


ed indicando con X, , Xr > ---» X,-1 le funzioni intere della x analoghe ad X,, 
provenienti dagli altri termini della equazione identica (9), questa ultima equazione 
potrà essere scritta nel modo seguente 


x 
e moltiplicandone i due membri per Y9” si ottiene 


rame 


a ! Ly ? 
FY=A S (Ps + x Ps). 


r=0 





(*) Tale proposizione è evidentemente dimostrata così, solamente pel caso in cui 0 non ammetta 
fattori moltipli, ma nel caso opposto è facile lo stabilirla pure, facendo uso del notissimo metodo di sup- 
porre dapprima le radici corrispondenti a tali fattori poco tra loro differenti, e fare poi decrescere le loro 
differenze, fintantochè al limite zero, queste radici vengono a riuscire tra loro eguali , e fattori corri- 
spondenti, divenendolo pure, si riducano, in 9, ad un fattore moltiplo. 

se 
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Mettiamo in evidenza il fattore, (x — a)? di 0, ponendo 
0 —(x—a)0, da cu d= p(x — a) 6, + (x — a) 0',, 


fatte tali sostituzioni, dividendo i due membri dell’identita così ottenuta per (2 —a)?7, 


si avrà 


Fat rn — 4 


Be ie gaan si a) 
(12) END (? ‚(2 — a), + a pP,0, + == (&—a)9,P,)X, : 


(£a) r=0 
il secondo membro dell’eguaglianza (12) è un polinomio intero rispetto alla x, dun- 


que lo stesso deve essere del primo membro, ma uhr è una frazione, poiché, 
per ipotesi, fnon ammette il fattore (x — a)”, dunque Y dovrà esso pure essere 
divisibile per x — a, e quindi nullo per x = a. Ma, per ipotesi, avendo 0(a)=0, 
Y, per æ — a si riduce al valore di P?, ove al luogo della x mettasi a, e quindi 
per æ— a si dovrà avere P7 = 0 e quindi P, = 0. Ma P, è un polinomio in- 
tero, rispetto alla &, che si annulla per x = a, dunque esso deve ammettere x — a 
per fattore; nel che consiste appunto la proposizione ch'io mi proponeva dimostrare. 

6. Ritorniamo ora alla equazione generale (8), (e da qui in poi supporrò che m 
sia numero primo) e consideriamo l’integrale preso fra due limiti finiti, dei quali ci 
riserbiamo di fissare i valori in seguito. Effettuando l’integrazione, facendo percorrere 
alla variabile reale od immaginaria fra detti limiti, la retta che li riunisce. Appli- 
cando, a questo integrale, la teoria esposta dal Sig. Raabe nel suo trattato che ha 
per titolo die differenzial-und-integral Rechnung dal N° 130 al 134, si dovranno, 
per calcolarne il valore, sostituire nella espressione che si trova nel secondo membro 
della equazione (8), presa in senso determinato, al luogo della variabile i due limiti, 
e sottrarre il valore che ottiene pel limite inferiore, da quello che dalla sostituzione 
del superiore si ricava. Ben inteso però, che è d’uopo aver riguardo (quando l’espres- 
sione della quale si prende il logaritmo è immaginaria ) alle variazioni del suo ar- 
gomento, cioè osservare se sia da prendere, ai due limiti il valore minimo positivo 
di tale argomento , o questo valore aumentato di un certo determinato multiplo di 
II corrispondente al valore dato della sua tangente (*). 





(*) Non credo inopportuno lo spiegare queste generalità, applicandole all’esempio dell’ integrale 





CAS x — 
I) che , come è noto, ha per valore — rv—1. 
y Va 1 - 

Dapprima , messo l’integrale indefinito sotto la forma analoga a quella del teorema del Sig." Tche- 
bichef, pud scriversi 


da 


Vx2—4 


a+ Va? —1 
x — VX —1 





= 5 log + e 


se si sostituissero immediatamente i due limiti in questa espressione, senza aver riguardo al variar del- 
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7. Poichè l’integrale del primo membro della (8) non può divenire infinito, quando 
si prenda fra limiti finiti nel modo indicato al N° 2. 
Sia in tal caso x, un valore della x pel quale la funzione 


1 2 m—t 
(13) Pre Dorian ee Pe gu. = 0. 

La funzione (13) per quanto fu gia dimostrato al N° 3 sara in rapporto finito con 
una certa potenza di x — x, l’esponente della quale, sarà razionale positivo intero 
o frazionario nella ipotesi di a — x, . 

Nell’espressione (13) ponendo ß + y ÿ—1 al luogo di x, essa prenderà la forma 
X, + 2, /—1, X, ed 2, essendo funzioni reali di ß e di y. Scegliamo il limite 
inferiore x, dell’integrale, e perciò 1 valori corrispondenti a, , b, di fe di y in modo 
che tra esso ed x, (pel quale i valori corrispondenti dif e y sono rappresentati da 
a,, b,) non esista alcuna coppia di valori, di 6 e y, sulla retta d'integrazione per la 





l’argomento, si avrebbe 





+1 de ie eh 1 
———— = — log —— — -log — = 0— 0 =0. 
IE oan fe oe oer | 


DO | 


= 
il che è evidentemente assurdo. 


Ciò proviene dacchè le espressioni delle quali si prendono i logaritmi, nel seeondo membro della 
equazione precedente, benchè ai limiti, abbiano argomenti, le tangenti dei quali sono eguali, pure tali 
argomenti non sono eguali. Difatti se facciamo æ = cos z potremo porre 


a+ Va — 1 1 


de à + C — = log(cos s + v—1 sen 3) -5 log (coson—2)+senn2v"1) +6. 


=-log 
ver—i1 2 a-va—-1 











ne 5 VI —a3 ì 
Si osservi che tg z = pa ha lo stesso valore per x = — 4 come per æ = +1, come pure ai due 





TR . + Vi — a? 
due limiti non differisce tg(211 — z)= — 174 





. Il primo di questi rapporti, mentre x varia da — 1 
a +1, passa una sola volta per l’infinito e vi passa diventando positivo da negativo che era, e quindi 

; ARE MT: È : : ; 5 Vi— a? 
fra i due limiti Parco z è diminuito di Il; si prova in modo analogo che invece, il rapporto — arr 


diventando negativo di positivo che era, passando per l’infinito una volta soltanto, mentre x varia da —4 


a + 1, l’arco 2II—z in questo intervallo aumenterà di II, dunque dovremo porre, indicando, con y un’ 
arco la tangente del quale sia zero, 


+1 
dæ 1 — 4 en 
———— — En fan EST fado ir— > I ii E 
f tg VE log [cost TI) + sen(y II) Vv 1] 5 log [ cost 7) + sen(3II — y)v 1] 
—I 


1 = 4 een 
= log [ cosen — 7) + sen(2ll — 7) vi]; log [ cos y +sen y =] 


TV 9) VA 21) V—1 y V— 1 
=5 log (e Li *)—$ log (€ iN ')+$ los (As 20 *) 5 log (CA À 


VE i En 
(7—m ot y ten —7—7) = Sn env 


= 


| 


Ciò che dovevasi trovare. 
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quale X, sia nullo. Questo è sempre possibile prendendo tale limite inferiore , x, , 
sufficientemente ravvicinato ad x, , si può inoltre supporre, che sulla retta d’inte- 
grazione, fra æ, ed æ,, X, e ©, sieno sempre reali. 

Indicando con X,, 203 X,, 2, , etc. funzioni analoghe a X, , 2, ed avendo 
scelto x, , in modo da soddisfare per tutte alle condizioni surriferite relativamente 


a X,, Q,, potremo porre 


(14) x ie = A !log(X, + 2, ÿ—1) + alog(X, + 9, J—1) +... 


xo 0% 


a 


+ Re log(X,,—1 am Op vu | 


Fo 


= Afiog (cos g + sen g ÿ—1) +« log(cos 9, +seng;y+1)+.... 


ari 


+ a”? l0g(COS Om, + SEN Pm: vr 


xo 





+ A flogVX? + O? + a logVX? + 07+...+e"HlogV/X?_, Far) 
ove 1g 9, = vii 


La prima linea del valore di questo integrale, poichè, tra x, ed 2,, 9, è reale, 
e coso, non si annulla, non può divenire infinita. 

La seconda al limite superiore, cioè per a = x, è infinita ( poichè VX? +0: 
è nullo) se assieme a questo, qualche altro modulo non & eguale a zero. Questo mo- 
dulo VX? + Q? è nullo perchè nulla è l’espressione (13) per tale valore della x. E 
poichè essa espressione, come è stato dimostrato, è in rapporto finito con una certa 
potenza, affetta da esponente razionale, di x — x, nella ipotesi di =a, , tale mo- 
dulo dovrà essere pure in rapporto finito col modulo corrispondente a tale potenza 
di € — 2, , per tale valore della variabile. Ed effettuandosi l’integrazione in linea 
retta potremo esprimere tutta la seconda linea del secondo membro della (14) in fun- 
zione di ß o di y, di ß per esempio in virtù della relazione B = gy + h che si 
suppone legare le due variabili reali 6 e y. Quindi ancora il modulo di x — x, in- 
nalzato ad una certa potenza, di esponente razionale positivo, sarà nullo per tx, , 
dovrà essere in rapporto finito quando sia espresso per mezzo di 6 colla stessa po- 
tenza di 6 — a, per ß=a,, e quindi ancora VX? + Q? dovrà essere per P==a3 
in rapporto finito colla stessa potenza di 8 — a, : indicherd con p, l'esponente di 
questa potenza, e con T, una funzione di 6 non nulla nè infinita per ß=a,, de- 
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terminata per mezzo dell’equazione 
X} 23 
art, = =T,. 
(8 — a) 
Si osservi inoltre, poiché per la sostituzione del limite inferiore nell’espressione dell’ 


integrale indefinito nessuno dei moduli si annulla, risultera che indicando con P una 
quantità finita si avrà 


7 P i 
(15) [AE =P + Aflog@—a)"T + «log — a) "Ty +... 
o gr 





Pt 


wat log(B — a,) jb 


=P + A el LTE TE) pe + ap Ha" pu )los(e-a) 


ove al posto di ß, fra le parentesi si ponga a,, e dove T,, T, etc. sono quantita 
che hanno proprietà analoghe a quelle di T,: allora log(@—a,) è infinito, 


log (r. mr) è finito, perchè per ipotesi nessuna delle funzioni T, & nulla 


od infinita per 6 =a, . Quindi il valore del secondo membro della (15) sarebbe in- 
finito se non si avesse l’equazione 

(16) Po + opr + pe +00 + a" p,_, = 0 
dunque questa equazione deve necessariamente essere soddisfatta dagli esponenti ra- 
zionali po» Pr» Pace Pi 

Ma si ha pure 

(17) 1+La + dr... |) 

dalle equazioni (16) e (17) ne seguirebbe 


(18) Po — Pm—1 nn (Pi —Pm—1)% sta ( 2.200, Pr) + (Pm—2 Pa) 0. 
Si sa, d’altronde, che l’equazione (17) è irriduttibile (Serret, Algèbre Superiéure, pa- 
gina 516) e perciö niuna delle sue radici puö renderne soddisfatta un’altra (18), a 
coefficienti pure razionali di grado inferiore a quello della (17), a meno che essa non 
sia identica, e quindi doyrä aversi la serie di eguaglianze 


Pre Pra = Pn-3 7 Pa = Pi Pot 
8. Il seguito di queste eguaglianze legittima il sistema seguente di equazioni 


lineari. Poichè se i moduli devono essere tutti nulli e fra loro in rapporto finito per 
x =%,, come risulta da tale sistema di eguaglianze, anche le funzioni, cui tali mo- 
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duli appartengono, si annulleranno per æ — x, e saranno tulte in rapporto finito fra 
loro e perciò colla stessa potenza di æ—x, . Quindi indicando con 353 A, è ee 3 Ami 
funzioni della x che restano diverse da zero e finite per x = x;, le equazioni. di 
cui sopra sarebbero 

£ 43 = me Po 
P_+P.07+... + Pom +... + P9"+ + Pu.” = (x — x) do 


r m—i Py 


A: æ n 
Pa +aP,0"+ gta a"P_0" + Lor, a” Pe" > SEL don Pro 9 m —(2—%,) À, 





L n r_ , mi 
Pop a PO RD ema eg AP FO alt pe 
Pri 
= (x a %,) 'm—ı 


Sistema di equazione immediatamente risolubile, mediante la nota formola dei deter- 
minanti, ma che si pud risolvere pure nel modo seguente. Moltiplicando i due membri 
della seconda per «”, quelli della terza per «7?% e così di seguito, e quelli dell’ul- 
tima per a", addizionando in seguito membro a membro le equazioni del sistema 


così trasformato: in tutte queste equazioni P,6” ha l’unità per coefficiente, nella loro 
somma perciò avrà per coefficiente m, il numero delle equazioni essendo eguale ad m. 


K 
Il coefficiente di un’altro termine qualunque, P,8”, nella somma, sarà eguale a 
zero. Infatti, i coefficienti di tale termine nelle equazioni così trasformate sono 


Tr Sana a lrn) + 


ossia sono i differenti termini di una progressione per quoziente, che ha per ragione 
a"), l’unità per primo termine, e per ultimo termine «”=""=”) quindi nella somma 
A r 


di dette equazioni, il coefficiente di P,9” sarà la somma della progressione indicata, 
e perciò eguale ad 

a'm—ılr—n) ar 4 rn) __ 4 

SO 1 == A 1 i 

Ma poichè a"=1 sarà e” — 1 e e” — 1 — 0 ; r essendo per ipotesi dif- 
ferente da n ed entrambi interi positivi (compresovi zero) ed inferiori ad m, risul- 
m(r—n) 
ar) IR 1 
Il sistema, adunque, di equazioni proposto, fornisce il valore seguente pel termine 


n 


(r—n) 


tera « diverso dall’unita, e perciò == 0, come si voleva dimostrare. . 


generico P,9” 
n 


— 1 
P,6 Saar (dott 


: Bi © 
(Agire A EURE. tig aT CEE 


PURA ED APPLICATA. 17 


ovvero 
n 
P,6" 
(20) È — (25 eo A Se ar ge Aia) 
(x LES xi) 
Se in questa equazione si fa x = x, il secondo membro conserva un valore finito, 


i Cia 
perciò dovendolo conservare anche il primo, sarà necessario che (x —x,) sia fat- 
n 

tore di P,6”. 

9. Vediamo l'immediata conseguenza di ciò. 

Converrà quì pure esaminare successivamente i due casi, quando cioè, 9 non è 
divisibile per (x — x,), e quando tale divisione può essere eseguita senza resto. 

10. Sia 9 primo con x — x,. Poichè in tal caso, tutti i termini P a sono di- 
TE Po NT f = ibe 
visibili per (x — x,) e @ è primo con 2 — x, , risulterà che tutti i coefficienti 


PÒ ra Po =n ne 
Pos P,,..., P,_, Saranno divisibili per (Xx — x,) e perciò potremo porre, indi- 


dicando con p l'esponente della maggiore potenza di x — x, per la quale tali coef- 
ficienti sono tutti divisibili, ed indicando egualmente con Q,, Q,,...Q,, poli 


nomi interi rispetto alla x, uno dei quali almeno non è divisibile per x — x, , 


Po = (x mer zo; P, — (© vas x), proces Puy = (© cn Card 
Allora l’equazione (8) si ridurrà alla seguente 


nzm—4 
(21) je = Alog Il 


cai n=0 
gr ie 


L 
(a — 2,0% + a" (2 an X,)?Q) 6" + 

















+ (x — x) Qn 
n=m—i 27 mel \ gn 
= A log I IQ. Pa (IO Cee te EL) () Meg | 
n=0 
+ Ap(1+a+e°+....e")logla— 2,) 
ovvero, poichè À + a + a +... + a” = 0 risulterà 
1 wer m—1\ an 
(22) {= È A log” iQ, ci a 0,0" + A ar rae aed A 4 | . 


DIE 
Operando allo stesso modo si perverrà, senza alterare la forma della (8), ad una sua 


trasformata, nella quale, i polinomi interi della x, coefficienti delle varie potenze di 
i 


6”, nella espressione dello integrale, non ammetteranno alcun fattore, funzione della 
x, che li divida tutti simultaneamente, a meno che tale fattore non divida pure 9 , 
Tom. IV. N° 1. 1861. 3 
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Per cui la funzione generica 


1 2 m—4 


Po + aP,0% + a MP DE on, ap, 6, 





pud gid supporsi formata in modo, che se si annulla, per valori finiti della x, tali 
valori rendano pure 9 eguale a zero. 

11. Sia ora x — x, uno di questi fattori di 9. Indichiamo con 8, un polinomio 
intero rispetto alla x, non divisibile per & — x, , determinato in modo che si abbia 
6 —(x — x,)'0, , dove k rappresenta un’intero inferiore di m. 

Ammesse dunque le fatte ipotesi, ed i risultati del n° 3, converrà supporre che 
P, sia esattamente divisibile per & — x, (ed abbiamo visto al n° 5 un caso in cui 
P, e 9 debbono, per uno stesso valore attribuito alla variabile x, ridursi simultanea- 
mente a zero). La massima potenza di x — x, che dividerà esattamente tutti i ter- 


n 


mini P,6” o avrà un’esponente intero od un’ esponente frazionario , il denominatore 
del quale sarà m (n° 3) poichè m è un numero primo. Nel primo caso, indichiamo 
con k, , k,,...., k,_, i residui minimi positivi di k, 2k..... (m — 4)k ri- 
spetto al modulo m, e con n, , n,, . . . . , n,_, i moltipli di m contenenti in 
k, 2k ....(m—1)k, rispettivamente. Indicheremo pure con Q,, Q,,.. -Q,—1 
polinomi interi, rispetto alla x, nessuno dei quali sia divisibile per x — x, , determi- 
nati per mezzo delle equazioni 
_ Py Py fae 
P, = (v — 2,) N, , P,= (x re Ti) Q, BP HUAI) il tay = (x reg Xi) oe 

si avrà 


M4 p 


L 
— _— 0 
(23) Poa" PO" + ot CN ER, $ —=(%—%,) Q 


Pytn, dI I 
nm CMD mt Q,(x — Ti)” 0 
x, 
Pott, En 
ar (a jay x) Q,(x er xi)" 075 
Pri moi fr 
Le arln—ı) (x ie Di) Q,.—1(&@ —2,) m 0 m : 


Ora poichè l’esponente della potenza di x — x, per la quale diviso il primo mem- 
bro della (23) esso più non si annulla, per x = x, , e per tale valore della x resta 
finito, è un’ intero ciò dovendo verificarsi pure pel secondo membro, tale esponente 
dovrà essere eguale a p, + Non può essere maggiore. Diffatti, in tale ipotesi, è facile 
vedere che il secondo membro della (23); quando fosse diviso per (x — «,)’, 
ove h> po, per x — x, diverrebbe infinito, nè h può essere a Po inferiore, perchè 
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allora essa dovrebbe essere eguale al più piccolo degli interi p, + N, , p,+n,, ec. 
ed il secondo membro per x = x, si ridurrebbe a zero mentre per ipotesi il primo 
sarebbe da zero differente, ciò che è assurdo, dunque si dovrà avere l’esponente della 
potenza di x — x, che per æ = 2, è in rapporto finito dal primo membro della (23) 
eguale a p, - 

Vediamo ora, come il caso in cui l’esponente di x — x, nella potenza in discorso 
di tale binomio, abbia per denominatore m possa venir ridotto al precedente. 
Si osservi perciò l’eguaglianza 


n=m—i 49 ihe oe 
log Il I. + PET +... + ep og ™ | 
n=0 
1 n=m—{ 1 m—A\ my ir 
IRRE 





Se si sviluppa la m”* potenza indicata nel secondo membro della eguaglianza pre- 
4 


cedente, e si riducano gli esponenti di 0” per mezzo della (6), e quelli di &* per 
mezzo della («")” = 1 si vede facilmente che si avrà 


1 n=m—1 4 | m—1\m),n 
— log II (e. + a"P,0” bi 2 ate darsi DR O mm ) | 
m n=0 
1 NEM_A da MAN yn 
= 198 II (4. AO Ag” ) 
n=0 


ove A,, A,, «3 Am; sono polinomi interi rispetto alla x. 


q 
Si osservi inoltre che se (x — x,)” è la potenza di x — x, in rapporto finito 


m_t 


con P, +... + e! P, ,9” per t— x, ; (C—x;)? sarà, nella stessa ipotesi, 


Meo À 
in rapporto finito con A, +... + a"! A, ,0” , e q essendo un’intero questo 
caso è ridotto così al precedente. 
Quando l’esponente in discorso è intero, (e sempre lo possiamo supporre tale) la 
relazione (8) combinata colla (23) ci fornisce la relazione seguente 


[fe — Alog Io 


gm n=0 


si 


Po SITR rr ftt a 
@- 2) 'Q,+ &(e—a,)' ‘Que — 2)" "+ ce | 





e facendo su questa riduzioni simili a quelle che si sono operate sulla (22) si avrà 


x 


da n=m—1 P,tR,-Po > 4 n 
ih i =A log II 1% + a" (x EZ Xi) Q, (2— de 6” + ec. | 





gin n=0 
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ove pel dimostrato sul principio del presente numero, le differenze p, + n, — po 
sono intere positive o zero, e l’identità (8) del Sig. Tehebichef potrà essere final- 


x 


mente ridotta alla seguente, ove 9, è determinato come è stato indicato precedente- 
mente, e P,, P,, ec. rappresentano polinomi interi rispetto alla x 


k 
È ry 


dx n=m—t oe 

(24) JR = Alüg Zu IP pr = aan 
m n=0 

i mA m—1) nr 


+ OI Daren a Gé Li) m gm 





Nessuno dei fattori sotto il segno log si potrà più annullare per 2 = x, , stanteche 
P, è diverso da zero per r= a; 

Facendo dunque, per tutti i fattori del polinomio 9, la stessa riduzione, u si € 
eseguita pel fattore x — x, , Si avrà il seguente : 


TEOREMA. Se si ponga 


L £3 
0a (x nr. oa (x 2 u: Be (x ET ay m 


ove gl intert h, k, ..., | sono tutti inferiori ad m, e si indichino conh,, h, , ..., 
k, 5 ky; ..3 1, , ba... 3-tresidus minimi positivi dt h, 2h ,..; hy 2%, 

; 1,21... ; rispettivamente secondo il modulo primo m , e che Vintegrale (3) 
sia possibile con soli logaritmi, esisteranno dei polinomi interi, Po, Pi. P 
rispetto alla x tali, che soddisfaranno alla identità 


m_I 9 


i 


AS n 
h f k A lym & 


Po +e"P,j(a—x,) (x—x,) fr): Pil ae 
d n=m—{ o - 5 B 
JE — À log II 1 


gr si 











n=0 h k 


= —t ms} 
Up, 2 (xx) à ‘(x—x,) È ces (0%) a | 





in modo che nessuno dei fattori, dai quali risulta il prodotto posto sotto il segno 
log, possa ridursi a zero o divenire infinito, per valori finiti della variabile x. 
12. Ammesso questo, dico che il prodotto 





È A, 4, u m 
P,-+«"P, fe —2,) (w—a@,) ..... (€ — x,) | D te 
NM . 
C — att hat Kat UnA m 
= + Up, _, Ic—%,) er) (x— x.) | 


dovra ridursi ad una costante. 


PURA ED APPLICATA. 21 
Diffatti per qualunque valore finito della x, tale prodotto , conserva un valore 
finito e differente da zero, ciò verificandosi per ciascuno dei suoi fattori. 
Dietro ciò, indichiamo con 9, il polinomio intero rispetto alla x che rende sod- 
disfatta l'equazione 














h 2 \m n 
n n n EP 
enh (a —2,) (T— x.) ...... (2 — x) | un 00 
da cui 
Ar, u 
hn Ka Z,\™ gt 
(€ — 2) (m— 2.) une (e — x) } =— 
Pn 
e sostituendo questa espressione nel prodotto precedente avremo 
i 2 M_ A 
n=m—{ gr m 0 m 
E te D D a eet Pi. 
nu=0 I Pa m—1 





Si osservi ora che il secondo membro di questa eguaglianza, è funzione simmetrica 
intera delle radici della equazione (6) e perciò funzione razionale intera dei coeffi- 


. . . pe Ds M_I . . . . 
cienti della stessa e di P,, —; TE ee, re e quindi funzione razionale della x: 
Pi 2 m—1 


ma C non è nullo nè infinito per valori finiti della x, dunque la funzione razionale 
della x da esso rappresentata deve ridursi identicamente ad una costante; e così si 


ha il 
TEOREMA. Tutte volte che l’integrale ia è possibile con soli logaritmi f 


0% 
e 0 soddisfacendo alle condizioni più volte accennate e conservando ad h,, h,,...; 
ki, ka; 00; een 1, 1,,....5 al significato che avevano nel teorema precedente, 
9 conservando esso pure la stessa forma che in esso aveva, esisteranno sempre dei 
polinomii interi rispetto alla x, Po, P,,.…. 3 Pm_rtali che il prodotto 


i 
n=m—L h k 


II |, = 2,| (e — Xi) ‘(a — &,) DA (x — 2) |. 


n=0 
m—ı Kat aan FE 
(— x.) een (LL) | | 


te 


h 


Core Io |e Ti) 


si ridurra identicamente ad una costante. 
Quest'ultima proposizione è l’estensione ch’io mi proponeva dare al teorema d’Abel, 
estensione che è scopo principale della presente nota. 


Genova, Luglio 1861. 
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COURBES GAUCHES DECRITES SUR'LA SURFACE D'UN HYPERBOLOIDE 
A UNE NAPPE; 
PAR M. L. CREMONA (*.. 





I. Courbes gauches d’ordre impair décrites sur la surface 
d’un hyperboloïde à une nappe. 


« 1. Étant donnés trois faisceaux homographiques , c’est-à-dire deux faisceaux 
de plans passant par deux droites A, B, respectivement, et un faisceau de surfaces 
de l’ordre m, les points où la droite intersection de deux plans homologues rencontre 
la surface correspondante de l’ordre m, engendrent une courbe gauche © de l’ordre 
9m +1. Elle est entièrement située sur la surface de l’hyperboloïde I engendré par 
les deux faisceaux de plans (Théorème de M. Chasles, Compte rendu du 3 juin 1861). 

» 2. Toute génératrice de l’hyperboloide 1, du système auquel appartiennent 
les axes A, B, rencontre la courbe © en m +1 points ; et toute génératrice du 
second système rencontre C en m points. 

» 3. Il y a 2m? génératrices du premier systeme et 2(m°— 1) génératrices du 
second qui sont tangentes à la courbe C. 

» 4. La surface réglée dont les génératrices s'appuient chacune en deux points 
sur la courbe G etenun point sur une droite L est de l’ordre m(3m+1); C est 
une ligne multiple suivant 2m, et L est multiple suivant m°. 

» Si La un point commun avec C, la surface de l’ordre m(3m + 1) se dé- 
compose en un cône de l’ordre 2m et en une surface réglée de l’ordre m(3m— 1); 
pour celle-ci L est multiple suivant m’, et G suivant 2m— 1. 

» Si L a deux points communs avec C, on a deux cônes de l’ordre 2m et une 
surface gauche de l’ordre 3m(m — 1), pour laquelle L est multiple suivant n°— 1, 
et © suivant 2(m— 1). 

» 5. Par un point quelconque de l’espace on peut mener: 1° m? droites qui 
rencontrent deux fois la courbe C; 2° 3 (2m°—1) plans osculateurs à la courbe 
C; 3° un nombre 2(m — 1)(m° + 3m°—m — 2) de plans, dont chacun contient 
deux tangentes de la courbe C. 

» 6. Par une droite quelconque on peut mener 2m(m + 1) plans tangents à 
la courbe C. 


» 7. Un plan quelconque contient: 1° 2m(m? — 1) (m + 2) points, dont chacun 





(*) Extrait des Comptes rendus des séances de l’Académie des sciences; séance du 24 juin 1861. 
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est l'intersection de deux tangentes de la courbe C; 2° 18m — 40m? + 5m + 18 
droites, dont chacune est l'intersection de deux plans osculateurs de la courbe C. 

» 8. Il suit de là que: 

» La perspective de la courbe C est une courbe de l’ordre 2m +1, et de la 
classe 2m(m + 1), ayant m? points doubles, 3(2m? -- 1) inflexions, et 
2(m — 1)(m° + 3m° — m— 2) tangentes doubles. 

» 9. Les droites tangentes de la courbe © forment une developpable S de l’or- 
dre 2m(m +1) et de la classe 3(2m? — 1), ayant 4(m — 1)(3m + 2) génératrices 
d’inflexion. 

» 10. Toute droite tangente à la courbe C, en un point, rencontre 2(m—A)(m-+ 2) 
droites qui sont tangentes à la même courbe en d’autres points. Les points où se 
rencontrent ces tangentes non consécutives forment une courbe gauche K qui est 
double (courbe nodale) sur la développable S. Les plans déterminés par les couples 
de tangentes non consécutives de ( qui se coupent, enveloppent une développable © 
qui est doublement tangente à la courbe G. Il suit des n 5 et 7 que la dévelop- 
pable = est de la classe 2(m— 1) (m? + 3m* — m— 2), et que la courbe K est 
de l’ordre 2m(m?— 1)(m + 2). 

» 11. On peut déduire ces propriétés, et d’autres encore, des formules généra- 
les données par M. Cayley (Journal de Liouville, 1. X). 


II. Nouvelles courbes gauches de tous les ordres sur la surface 
d’un hyperboloide à une nappe. 


» 12. On donne trois faisceaux de plans, dont les axes soient trois droites P, 
Q, R. Le faisceau P soit composé d’un nombre infini de groupes, dont chacun con- 
tient m plans. Ces groupes sont supposés en involution de l’ordre m (*), c’est-à-dire, 
un quelconque des m plans d’un groupe détermine les autres m — 1 plans du même 
groupe. (Pour m—2 on a l'involution ordinaire.) Le deuxième faisceau soit homo- 
graphique au premier, c’est-à-dire les plans de ces faisceaux se correspondent, un a 
à un, entre eux. Et les plans du faisceau R correspondent anharmoniquement, un 
par fois, aux groupes du faisceau P (et par conséquent aux groupes de Q) (**)- 

» Le lieu des intersections des plans correspondants des trois faisceaux est une 
courbe gauche C de l’ordre m + 2 qui coupe m +1 fois chacune des droites P 
et Q, et deux fois la droite R. Cette courbe C est située entièrement sur l’hyper- 
boloide I engendré par les deux faisceaux P et Q. 





(*) DE Joxquières, Généralisation de la théorie de Vinvolution (Annali di Matematica, Roma, 1839. 

(**) Si l’on représente un plan quelconque du premier faisceau par P + XP’ = 0 et les plans corres- 
pondants des autres faisceaux par Q + pQ' = 0, R + vR'= 0, on aura entre }, u, » deux relations de la 
forme: 


(a+0)) p + af + DA = 0, (CX + dI He + a+... =O. 


24 ANNALI DI MATEMATICA 

» Pour m=1 on a la cubique gauche, et on tombe dans la construction don- 
née par M. Chasles (Compte rendu du 10 aout 1857). Pour m—2 on a la courbe 
du quatrième ordre étudiée par M. Salmon (Cambridge and Dublin Math. Journal, 
vol. V); j'en ai donné la construction dans mon Mémoire Sulle superficie gobbe del 
terz’ ordine (Atti dell’ Istituto Lombardo, t. I). 

» Hormis le cas de la eubique gauche (m—1), l’hyperboloide I est la seule sur- 
face du second ordre qui passe par la courbe C. 

» 13. Toute génératrice de l’hyperboloïde I, du système auquel appartiennent les 
axes P, Q, rencontre la courbe C en m + 1 points; et toute génératrice de l’autre 
système rencontre cette courbe en un seul point. 

» 14. Les faisceaux P et R (de même que Q et R) engendrent une surface 
gauche de l’ordre m +1, dont l'axe P est une ligne multiple suivant le nombre m. 

» 15. Par la courbe C, par une génératrice du premier système de l’hyperbo- 
loide I, et par une droite qui s'appuie en deux points sur G, on peut faire pas- 
ser une surface gauche de l’ordre m+1 , dont la première directrice rectiligne 
est une ligne multiple suivant m. 

» 16. Si Vhyperboloide I et 2m + 3 de ses points sont donnés, on peut dé- 
crire par ces points, sur la surface I, deux courbes C. 

» 17. Si autour de deux génératrices du premier système de l’hyperboloïde 
I on fait tourner deux plans qui se rencontrent sur la courbe C, ces plans engen- 
drent deux faisceaux homographiques. 

» 18. Ilya 2m génératrices du premier système de l’hyperboloide I qui sont 
tangentes à la courbe C. 

» 19. Le lieu d’une droite mobile qui s'appuie en deux points sur la courbe 
C et en un point sur une droite fixe L, est une surface de l’ordre (m-+-1)°. Les 


(m + 1) 


: . . m . 
lignes G et L sont multiples suivant les nombres m+1 et respectivement. 


2 
» 20. Quand deux courbes C tracées sur un même hyperboloïde rencontrent 

chacune en m1 points une même génératrice, ces deux courbes se rencontrent 

en 2(m+1) points. Et quand les deux courbes rencontrent l’une en m+-1 points 

et l’autre en un seul point une même génératrice, elles se rencontrent en 

m + 2m + 2 points. 

» 21. Par un point quelconque de l’espace on peut mener: PRE droi- 
tes qui rencontrent la courbe C chacune en deux points; 2° 3m plans osculateurs 
à la courbe C; 3° 2m(m—1) plans, dont chacun contient deux droites tangentes aC. 

» 22. Par une droite quelconque on peut mener 2(m +4) plans tangents à 
la courbe C. 
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» 23. Un plan quelconque contient: 1° 2(m? — 1) points dont chacun est l’in- 
tersection de deux tangentes de la courbe C; 2° 1 (9m? — 17m + 10) droites dont 
chacune est l'intersection de deux plans osculateurs de la courbe C. 
» 24. Il suit de ces théorèmes que: 
» La perspective de la courbe C est, en général, une courbe de l’ordre m2 
m(m-+ 1) 


et de la classe 2(m + 1), ayant 5 


points doubles, 3m inflexions et 


2m(m — 1) tangentes doubles. 

» Mais si l'œil est placé sur la courbe C, sa perspective est une courbe de l’or- 
dre m + 1 et de la classe 2m, ayant un point multiple suivant m, 3(m — 1) infle- 
xions, et 2(m — A)(m — 2) tangentes doubles. 

» 25 Les droites tangentes à la courbe C forment une développable S de l’or- 
dre 2(m + 1) et de la classe 3m, avec 4(m — A) génératrices d’inflexion. 

» 26. Toute droite tangente en un point de la courbe © rencontre 2(m — 1) 
droites qui sont tangentes à la même courbe en d’ autres points. Les points où se 
rencontrent deux à deux les tangentes (non consécutives) de C forment, sur la 
développable S, une courbe double K de l’ ordre 2(m° — 1). Et les plans où se 
rencontrent ces mêmes tangentes, enveloppent un developpable 2, de la classe 
2m(m — 1), qui est doublement tangente à la courbe C. 

» 27. Les courbes C et K ont en commun: 1° les A (m—1) points où C est 
touchée par les generatrices d’inflexion de S; 2° les 2m(2m—1) points où C est 
coupée par les génératrices de U’ hyperboloide I qui sont tangentes à C (n° 18). 
Ces derniers points sont des points stationnaires pour la courbe K. 


» 28. Il y a, sur la courbe K, - m(m — 1)(m— 2) points (doubles), où se 


coupent trois tangentes de G;etil y a "m — 1)(m — 2)(m— 3) plans (tangents 


doubles de 2), dont chacun contient trois tangentes de C. 

Etc., cte. | 

» 29. Ces résultats font voir que la courbe C est réciproque d’une certaine sur- 
face développable , dont MM. Cayley et Salmon se sont occupés plusieurs fois (*). 
Autrement : l’équation, en coordonnées tangentielles, de notre courbe C est le discri- 
minant d’une équation de la forme 
(m + 2)(m + 1) 

2 


où a, b,c, ... sont des expressions linéaires des coordonnées, et test la quantité qu'il 
faut éliminer. » 


at”? + (m + 2) bt! + ct" +... = 0, 








(*) Journal de Crelle, t. XXXIV, p 148; Cambridge and Dublin Mathematical Journal, vol. III, 
p. 169; vol. V, p. 152. 
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LA TEORICA DELLE FUNZIONI ELLITTICHE. 
MONOGRAFIA 


DEL PROF. ENRICO BETTI. 


(Continuazione. V. Tom. III, pag. 310.) 


= Coe 


6. 


Ponendo nella equazione (14) del n° precedente w+v in luogo di w, si ottiene: 


Mu 43,2) = Mu,(t 2) + My(0, 2) 
cians (Sy dagegen 8) Bol ne MERE A 

2 %0,,(£ + u) 9,,,(2 +) O,,,(2 — u— 0) 
Ora abbiamo l'identità : 


(2) Any Ouf — u) 9,,(2 — 0) = O,,o(U) Ar, (0) Our) Ou p(U + U — 2) 


n O,,.(U) 9,,,(%) © ,14»(2) RR ou en nen 2) ; 
dove : 


À De 6,,0(4)@:,0(2)9,,(0)0,, (4 dr v) ze 9; (4) OF rie Soret (Dore, (u + v) A 

(3) fav 0, . 
„(u) 9,,(0) 

Infatti, il primo membro della equazione (2) 


è una funzione intera di z che ha per 
radici le sole quantità della forma: 


+ (2m +1), + m +1— = 


ne 


! 
s (2n + 1 =). 


le quali tutte sono radici anche della funzione intera di z che forma il secondo mem- 


bro della equazione (2); poichè a cagione delle formule (8), (9) e (10) del n° 10. 
P. I, abbiamo : 
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=~ 


0, [u (2m+1—4); +(2n+1—) 5) 


! 
= pe (»-@m+ı —p) 3 — (2n-+-1—v) > 


Fe 


9 
Ses @l—y( 27 + Tr na) 


(anti vie) + 
[2] 


—=(—1)##1 e O,,0(t)9,,.(v)O,,,(u)O, ul); 


8 (JO (um +14) F (a+ 1) È) 


G) 


DE „(rem — +) 5 (2n-+-1—yv) 5) 


ni 2 af 
— — ((2n+ 1I—v)(u—p) 2 (27 4 I —y) > v(2m + I- 4)0) 
(Ayre a | 9,,.(u) ©,,.(0) O, o() O,.o(0). 


Quindi per il teorema 6 del n° 3. Intr., sarà: 


2 1,0(#)1,0(0) (2) Ou, (UY — 2) — O,,1(4)9;.1(0)Ou,1 (A) Opi p(U+0=2) 5 
9,12 — U)On (2 — 2) = fa) 





indicando con f(z) una funzione intera. Ma per mezzo della formula (10) del n° 10. 
P. I. si trova: 
fa + mo + no) = f(z) , 

onde la funzione f(z) è intera e doppiamente periodica, e per il teorema 4° del n° 3. 
P. I. è necessariamente eguale a una costante. Quindi si ha la identità (2). Per de- 
terminare A,, che è indipendente da z, basta porre z=0, con che si ha il suo va- 
lore dato dalla formula (3). 

Mutando, nella identità (2), z in — 2, si ottiene : 


(4) Au 9,2 + u) 0,,(2 + v) 
= (—1)# 19,,0(u) 91,0(¥) 9,,,(2) On (te + v + 2) 
EE (—1)* O;,1(u) ©,,1(0) SPE 2) ge il + + 2) è . 
Dividendo le identità (2) e (4) una per l’altra, abbiamo : 
O,,(2 — u) 0,,(2 — 0) O,,(2 + u + v) 
0,,,(2 + U) 0,,(2 + 1) 0, — UT 1) 
Ours + v — 2) 
9,,urv—2) 
O, 14(U + v +2) 


O, ,(U +0 + 2) 
x 


9,,,(u) 0, 0(0) 0,,»(%) x O;,1(4) ®,,1(%) O,125(2) 





9,,0(u) O,,0(0) On (2) —(—)f0,,1(%) ®1,1(0) ©,,14»(2) 
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Sostituendo nella equazione (1) questo valore, si ottiene : 


(9) IT, „(u anal IL, (ue, 2) + IV; 2) 
PT eee 


(Aye Pal) Orr) Oman?) Pnp +9 + 2), 
0,,0(4) O,,0(v) 9,12) u,(u + 0 + 2) 


Quindi, esprimendo per mezzo delle formule (8) del n° 2, i rapporti delle funzioni 
Jacobiane per le funzioni ellittiche, abbiamo : 


(6) TT, ,o(u sr VU, 2) sar TT, o(Us 2) ae IT, (Vs 2) 


1, 4—k’snu sn vsn 3 sn(u + v — 2) 
FT = = log — ————— ———— ’ 
2 1 + k'sn usnvsnzsn(u + v + 2) 


(7) TI, (u ciba 2) SC TT, (u, 2) 1 TT, 1(v, 2) 


Le en z Cn(u + v — 2) + sn u sn v dn z dn(u + v — z)\ en(u + v +2) 
“Ven zen(u + v + 2) + snusn v dnz dn(u + v + 2) cn(u + v — 3) 


(8) IT, (u + V, 2) — TI, 0 (ts 2) a ITo,0(V; 2) 


NOLI e snvenzen(u + v — 2)\dn(u + v +2) 
2 do z dn(u + v + 2) + ksn u sn v en 3 en(u + v + 2) dn(u + v — 2)’ 


(9) IT, ,.(u Us 2) 4 TT, ‚(u z) ats IR; 2) 


Te sn 3 sn(u + v + 2) — sn u Sn v\sn(u + v + 2) 
2 °\sn z sn(u + v + 2) + snu sn v/sn(u + v — 2) 


Dalla formula (14) del numero precedente, si ha* 





1, _9,,2-+ u) 
II ; Pa Pali: pr on En Ks 
poli 2) = MAO) + 51083 TT =| 
1, 0,,(2 + u) 
i == (—1 | Lan — log — | 
Bs (2 u) ( ) 2 Ms (u) Fr 9 0g O, ,(U fora z) 


onde : 


TT (Us 2) — I, u) = (— 1 (22.10 — uL,,,(2) pyre 








lt) — Td 0) ty (52,0) — we) — 22) 
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quindi : 


II,,(2, +0) = IL, (4 u + T,,,(z, v) + IL, (u + v, 2) — IL,,(u, 3) — I1,,,(v, 2) 


— a 





+ (—1)z"*” (2.00 + v) — Z,,(u) — Z,,(v)+ =) . 


Sostituendo il valore (5) e i valori (9), (10), (11) e (12) del numero precedente, si 
hanno le formule per l’addizione del parametro 2 delle funzioni II(w, 2). 


T: 


Passiamo ora a determinare sn nz, cn nz, e dn nz in funzione di snz, cnz, dn 2, 
quando n è un numero intero e reale, ossia determiniamo le formule per la molti- 
plicazione dell'argomento delle funzioni ellittiche. 


Dall’equazioni (1), (2) e (3) del n° 3, si ricava facilmente : 


2sn mz cn z dn 2 


sn(m — 1)z — eue sn(m — 1)z + a sa) 
2cn mz cn 3 

en(m + 1)z = — en(m — 1)z + Taisen ci. 
2d d 

ee mi eee 


4 — ksn’mz sn°z ’ 
onde, ponendo successivamente m = 4, 2, 3,..., abbiamo : 
N N N 
(1) sn 2nz =snzenz dn x >, en Anz =: dm = + 
dove D è una funzione razionale e intera di sn°z di grado 2n°, N, di grado 2n°—2, 
ed N, e N; di grado 2n° ; e 


N, N, N’ 
(2) sole + 1)a= snz Gr, en(2n + 1)2 = nz nr» dn(2n + 1): = dnz D 
dove D', N',, N’, e N; sono funzioni razionali e intere di sn’z di grado 2n(n-+-1), 

e con i coefficienti funzioni razionali e intere di k?. 


Dall’equazioni (6) del n° 15. P. I. abbiamo qualunque sia n : 
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n—{ n—1 
i Helen (+ ES) —") 


0 


n—t4 4 
Tm sn ( a ) 


(st) 


Suns ae en 


2+ 


(nee an à it) 


aw + aw + Bo 
d IL, im un ) 
nmnz = B = su Son. . 
n 


Le formule (7), (8), (9) e (10), che valgono per n dispari, danno : 


cn 


nl ni 


(3) en ns = I, SORTE . TEN 


sn°z 


1 sn? aw + Bo! 
n 
(4) sn nz =n snz IL, I, a gr ene 
AG) (A) 
A ED on 
n 


n aw + Bo 


n 
4 ———————; sn 


cu = 
Mac + Be 
n 


I 
am + pw 
4 — k’sn’ chan ety 
n 


(5) en nz = cn 2 IT, Ip 


3 


lec aw + fw 


(6) dn nz = dn zIL, I, 


Ponendo : 
(7) u = Vksnz, 
l’equazione (4) prende la forma : 
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n+aN+aut+...+a, UT 














n°—I 
8 SHNZ NS 9 
(8) 1+ A, u + Agui +.... +A, WM 
essendo : I 
(9) a, A, =n. 
n'—1 n-—t 
2 2 


: a (0) È : : 
Sostituendo 2 en a z nella equazione (8) ed osservando che si ha 


I 
No 6) 


1 ' 1 
si (m+ 2) a’ ” ( ap re 


di: bei 
e quindi w diviene g° Avremo: 


i) 


A ae A Pe u Bern A, we ais yet 
I n“— 


n° 








2 3 
a, +a, +... + AUS + nu? 
I 


n— n— 


2 2 


onde confrontando colla equazione (8), si deduce : 


























A = na A =, a a, =A a 
n?—1 n?—1 i n?—1 : nt à di ni n?—1 7 
— r — r 
2 2 2 2 2 2 
e quindi : 
a 3 — + 1 3 A a = a= n 5 a, == == A o 5 
n°-1 n’—ı n“—1 
2 2 CREER 





e indicando con e l’unità positiva o negativa, la equazione (8) prende la forma : 


uF A UF SH A US +... + A, + ne 


NZ = e sn I 1 E 
(10) j i 1+ Au +Aut +... HA, uh + ene? 


2 


Per determinare e osserviamo che, mediante la formula (2) del n° 10. P.I, abbiamo: 


n n + DI EL 
S Ni = > 





ni 
2 


. x (1) « 
, snnz diverrà IT ‚u prenderà per 


I 
2 A: 
quindi ponendo z =, sn 2 diverrà 


4 VE 
valore l’unità negativa, e la formula (10) dara: 


M—I 


e=(—1) 7 
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prenderà la forma : 


n—1 n° wi n°—5 TUO AE 
(14) snnz = (—1) 2 snz an A A ee) 3 
2 


Le Pd. + (—1) Tu 


Per determinare i coefficienti A,, AÀ,,..., osserviamo che ponendo : 


n—4 
1 


(12) U=1+A,v+ A,ui+...+ ee + (— 1)? nu” , 


2 





abbiamo dalla equazione (8) del n° 15. P. I: 


9, ,.(n2) on CR (2)U, 


ed a cagione delle formule (16) del n° 10. P. I: 


(13) O, (n) = (È) o” (z)U. 


Derivando due volte rapporto a questa equazione, si ottiene : 


n?—1 


LO.) à fr el enf(n—1)/d8,.()\, 1 WO, (7) 
14) rer "= (7) où, u 2 dz + dé | 


Qn? dO,,(z) dU AU 


O, (a) ds dz dz 























? 


e derivando rapporto a q si ha: 


2 n 
m d log ve 2 
(15) Late) _( e ) 6" un + ire wy] a A 




















dq ko ta dq O, (3) dg dq 
Ora dall’equazione (3) del n° 14. P. I, abbiamo : | 
d’o,,.(2) x d®,,(2) 
COS Ge TR dg 
e dalla equazione (13) dello stesso numero : 
2] n 2 2 
(17) log O,,o(%) _ _ d9,,.@)\ 1 re 1 d O1 (2) 
dz? dz /@%,(2) 9.) de 
Pr dO, (2) \ 1 n° dlog 0,,.(2) _ n e 
P ( dz ei de — 
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e quindi ponendo z = 0: a 
d log 4 /=- 


Fa no) 


Ge a Age 





Sostituendo i valori (14) e (15) nella equazione : 














dO, (nz) x dO, (nz) 
d? (nz) » 44 dj 04 0, 
e riducendo coll’equazioni (16), (17) e (18), si ottiene: 
d'U 2Qn* dO,,,(z) dU 7 dU et ae PE 
dia nes + Aqn a dd + n(n’— 1)kKsn’z U = 0, 
ossia 
+" U du? „du du 2n° de®,,(2) du ‚nr du 
LE) du dé | du\dé ‘ ©, o(@) = de 2 LATE, dq 
pat SU dk N 
+ Agn UA + n°(n°-1)ksn°zU= 0. 
Ora dalla equazione (7) si trae : 
(20) = — Vken zdnz— Vik Vi Lu (i es „+ us, 
du 1 d 6, (2) 4 dO, (2) der) 
(21) dg i al ee IE ,o(2) EU | ie) 
oo” d°O, ,(2) d’0, (2) 
pic Migr? or AC dz? ca 9,,1(2) dz? ) 
) 








wo (du 2 dO, (z) du 
= Ales Oo) de =) 
dalla equazione (5) del n° 14. P.I: 
(22) Le 
dq 2qr 


Sostituendo nella equazione (19) i valori (20), (21) e (22), abbiamo : 
d°U[ 1 1 dU dU 
Da À. ae 2 4 a AG 2 Dmzl!2 = = 
Te È (i i)! + u | + (n° t)u(h roi Qu Ve + 2n°k 17, 
+n(vr—1)wU = 0. 
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Pongo: 


k me = — 

onde : 

da k? k' A 

ii tm © 
ed ho: 

d°U sel 

aL 2 Des SA u. HEN ee Ne [are ee 2 
(23) (1 — ou + u Tè + (n°—1) (cu — Zu?) Ti + n (n° —1)wU 
= On? (o.° — 4) u 2 
da 


Sostituisco il valore (12) in questa equazione, ed eguagliando a zero i coefficienti 
delle diverse potenze di u, ottengo per la determinazione dei coefficienti A, , A, , A3...; 
le seguenti equazioni : 


Ar) 
3.4A,+ n'(n—1) — 0 
5.6A3+ 4(n°—4)A,a — 0 


RA 6(n°—6)Ac sh (n:—4)(n° —5)A,= on? (al — LE 
a 
(24) {opr — 4)A, +20 — 1)(n°— Or + 2)a A,_, 
dA, 


+ (n’— 2r + 4)(n°— 2r + 5)A,_, = In’ —2) —— 


“ne ea ar ne a ie ot et Jee ey, lo Re Temes LS a ae) ee 
oi» e ae, co, Cei Be fy T Met ee TN em CR ec eo TS ee eer PIT OO I ee 


2.3A, + (—1)? n?(n°—A)a = 0. 


2 


Così per n= 3 abbiamo : 
Aia A0 AS Ma 
e quindi dalla equazione (11) : 


SA e 0 


sn 32 = sn 2 ———-——+-_ — —_g- 
A — Gut 4 iau — Su 
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L’equazione (23) fu data da Jacobi senza dimostrazione nel Volume IV del Gior- 
nale di Crelle. 


8. 


Se poniamo nella equazione (11) del numero precedente p in luogo dine — in 


rs | À 


luogo di z, abbiamo : 


p—ı 


2 


5 
sh” Br en (—1) "p 














NAT nt e ne 


A 
A 


Risolvendo questa equazione di grado p? rispetto a sn =, otteniamo sn- espresso 
Li 


in funzione di sn z, ossia avremo le formule che danno la divisione dell’ argomento 
delle funzioni ellittiche per un numero intero, reale e dispari p. 
Le radici della equazione (1) sono le p quantità che si ottengono prendendo nella 
espressione : 
Z—+ 2rw + Aso 
D i 


per r ed s tutti i valori interi e reali minori di p. 
Infatti, mutando z in 3 + 2mo + 2nw', essendo m ed n due numeri interi e 
reali qualunque, il primo membro della equazione (1) non muta, quindi non deve 


(2) sn 


. *x 2 a . . « 
mutare neppure il secondo, e per cid, se sn— è una radice della equazione , ne sara 
p 


i 3 + 2mo + 2n0' : yee ì n. 3 
radice anche sn —————— . Di questo numero infinito di radici soltanto p 


P 


sono differenti, essendo necessario e sufficiente, affinchè sia soddisfatta l'equazione : 


z + 2mo + 2no! z+ Aro + Usa! 
ieee = S 


\ S 





it P 

che si abbiano le due congruenze : 
m=r 

(mod p) . 
n=s 
Quindi avremo tutte le radici della equazione (1) prendendo per r eds nella espres- 
sione (2) tutti i residui differenti rispetto al modulo p, o anche tutti i numeri in- 
teri e reali minori di p. 


Dalla equazione (1), per mezzo delle note relazioni tra le radici e i coefficienti, 
x 
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si deducono immediatamente le formule : 





poi pot Ir Iso 
(3) > SY (a) = psnz, 
ano p 
(4) m I a (È + 2ro + =) = CT sn 2 
0 0 p pi 
k ©? 


Supponiamo ora che p sia un numero primo e passiamo alla risoluzione della equa- 
zione (1). Per determinare algebricamente le p° radici (2) di queste equazioni ba- 
sterà trovare il valore della nota funzione di Lagrange : 


A z+ ro + 250! 
pP 


? 


PSA; 
(5) L,,n(£) = DA di, gitrtns SI 
0 0 


dove « è una radice immaginaria p°’”* della unità. 

Sostituendo alle funzioni ellittiche i loro valori espressi per le funzioni Jacobiane 
dalle formule (1) del n° 2, riducendo allo stesso denominatore, sommando ed indi- 
cando con N,,,,(2) il numeratore che sarà una funzione intera di z, si ottiene: 


Nm,n(%) 
pet) == DS el. ns IND 
prob pt z+ 2ro + 2s0 
117 Ss 1,0 es ~~ LE 
P 
Ma, ponendo mente alla equazione (6) del n° 15. P. I, si ricava: 
P_i prt % + Ars 250 
i TR ma Oo + @) 


0 
r P ) vi esa 91,0(%) 2 


0 0 
dove a e b sono indipendenti da z. Onde includendo la funzione intera e~**—’ nella 
funzione intera N,,,, avremo : 











Nm,n(£) 
(6) LA (2) sa 0,062) 
Ora dalla equazione (5) si deduce facilmente : 
—m (FE) n (+) 
(7) Lo (2 tia w) ct moe : Le) ’ ESE si &) "= x ö L „‚n(2) x 


Sostituendo nelle equazioni (7) il valore (6), osservando l’ equazioni (4) e (5) del 
n° 6. P. I, e ponendo: 


(8) CRE C P 9 
si oltiene : 
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Amri 
N, „‚n(2 "A: w) = = e? Noun (2) 2 
Bed, Eee I 
N;n(% de 00) = — é Pri 2( P )+ a! | Nr (a): 


Ponendo : 








Amriz ! 
2mo — 2n 
N „‚n(2) = € Lo v(: a 3 ") 


mo — 2îNw 
en ee 
Pp 


abbiamo : 


= = (zu+ur) 


(9) Vu + ») = — V(u), Viu + 5) = —e ® V(u). 
ed essendo V(u) una funzione intera di u, sarà : 


V(u) Fr ASS, Oy, (Uw) ’ 


dove A,,. è indipendente da uw. Quindi avremo : 





4mniz I 
2mo — 2n 
Nez) sa Amin € 4 Ol: ma) 


p 
( mo — In» 
2z-+ 


mo Ano 
p ) sl: ue mo 2n ) 


9, (2) p 





Amriz 8, 50 


(10) | bee 2 (2) Fr ER ese 


po 


2 : OR 5 
Per determinare À, pongo nella equazione (10) z + 5 IN luogo di z, ed osser- 


vando che si ha dalla equazione (5), ponendo mente alla equazione (14) del n° 2: 





po A e gırens 
Ln (: + 2 )= 2 2 ( dro + =) 
ksn{z + res 


e dalla equazione (10) del n° 10. P. I: 


Imo —2nw o Con PE PEN EN pia Mo — 2nw 
8,0 et e a 1. —(—1)? e a | 4 le. a ————— |, 
p 2 p 





er fe 
e.(=+ 5) — (—1)° e © er Je, (2) ; 


ottengo : 
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— 2mo' — 2nw 
pi p— mr+ns 4mniz 0% 5 + — 
D DI RA AA, AT BI n ee e 
o‘ sn (+ + 2r0 + 13) & @,,o(2) sn 2 
p 


x 


Moltiplico 1 due membri di questa equazione per —, pongo z = 0, ed ho: 
H 


ica =) 
PERI is i a Ad ed ae 


myn P :,0(0) 


onde : 


A es p®,,,(9) D 


DE le =) u O16 eee =) 3 
p pP 


{ mo — An 
Ora\® + o 


1.2), = ir pe Too a RE / bb A 
9,,0(3) AE) 
iv 


Prendendo per ¢ il minimo intero positivo che sodisfa alla congruenza : 





e quindi: 


Amnis 


( 2mao — =) 
sniz + ———— |). 


D 


mo + n = 0(mod. p), 
e ponendo : 








! 
(11) eee 
2 
avremo : 
Amriz 0 x 9 
(12) L,.(@) = pe ” m sn(z + 2ma,). 
97% 2m “À miel 
Ora sia : 
( i Q' A' Q 
(13) == QE o = p0 — COS Om? x Me 
dalla equazione (24) del n° 48. P. I, avremo: 
A’ Sr 
2 D 2 2. 26 
(14) a x) = Utah 2) IE (A — k’sn’2to, sn’z). 


Le equazioni (11) e (13) danno : 
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D, = Q'— A'M 
quindi : 
. p—t 
de: 2mnt (22 awe Al x PAS Kos 
Lo) de 0» Gais al x)= 0.0 (2+2ma,) TI,(1-k’sn’2to, sn°(2+ 2mo.)- 

= 1 

e ponendo z= 0; 

4m?riA! ud 
(16) e A — 6, (2mo,)II,(1 — k sn’2to, sn’2mv,) 


1 


Dividendo la equazione (15) per il prodotto dell’equazioni (14) e (16), otteniamo : 





8,,.(2 + 2Mv,) = VE (1-k"sn?210, sn?2mo,)(1—-k’sn?2to, sn°2) 
Ge (2me,)n À IL, [1 — k°sn°2t0, sn°(£ + 2ma,)| 
e quindi, ponendo : 
pi 
fr (1 — k’sn?2to, sn2mo,)(1 — ksn°2tv, sn’z) =, (2) 
A 1 — k’sn’2to, sn°(z + 2mo,) NE 
avremo : 
P Imo'— 2nw NN ett as z+2r 250! 
dd Ba Op) Taal sn(z + eed Ee a a) 
9 0 


Dalle p° equazioni che si ottengono dalla equazione (17) dando adr e ad s tutti i 
valori interi e reali minori di p, si ricava facilmente : 


2 Iso | mo — an 
(18) P sn (E) Dim Da corsa Fs Tu. ? 


0 


che da le p° radici della equazione (1) espresse algebricamente per snz, e per le 
bag 2mo — no 7 fp : ; 
p —1 quantità Ro le quali sono radici della equazione di grado p’—1, 
che si ottiene dalla equazione (1) ponendovi z = 0, e della quale tratteremo in se- 
guito. 
La formula (18) è dovuta a Jacobi che la pubblicò senza dimostrazione nel Vo- 
lume IV del Giornale di Crelle. 


3: 


Passiamo ora a determinare tutte le funzioni ellittiche che sono razionalmente 
esprimibili per una funzione ellittica data, colla sola condizione che |’ argomento di 
quelle sia una funzione lineare e intera dell’argomento di questa; cioè proponiamoci 
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di determinare M, N, À e le funzioni razionali e intere fed F in modo che sia : 
=> Heath, 

F [sn(z, k)] 

La risoluzione di questo problema costituisce la trasformazione delle funzioni el- 
littiche. Ayo 

Mutando z in 2 + 2» oppure in 2 + ' non muta evidentemente il secondo mem- 
bro dell’equazione (1); quindi non dovrà mutare neppure il primo. Pertanto 2Mo ed 
Mo' dovranno essere periodi di sn(z, À), e indicando con A e A' ciò che divengono 
o ed © quando si cangia k in À, avremo: 


(2) 2Mo = 2aA + BA’, Mo'= 2yA + dA’, 
Mutando 3 in © —z il secondo membro della equazione (1) non muta, quindi non 
dovrà mutare neppure il primo, ed avremo : 


sn(Mo — Mz + N, 2) = sn[Mo + 2N — (Mz + N), à] = sn(Mz + N, à), 
onde : 





(1) sn(Mz + N; A) 


Mo + 2N = (2p + 1)A+ qA, 


e sostituendo il valore di Mw tratto dalla prima dell’equazioni (2), si ottiene: 


A A' 
(3) Ne ee 5 + (29 PS, 
dove p e q sono interi e reali qualunque. 
Risolvendo l’equazioni (2) e ponendo : 
ad — fy=A, 
abbiamo : | 
4) 2A a Bio Bo À + am — yo 
Pia yt en Ma 


Ora tutti i valori di 3 per i quali non muta la funzione sn(Mz + N, à) sono dati 
dalle due espressioni : 


A AN oem —_ 
z+ U To m! Me pe 2 oe 
A A' 2N ). n RE 
En + +e I a; 


Quindi le radici della funzione intera : 
(5) F(x) sn(Mz + N, à) — f(a) 


saranno date tutte dalla formula : 
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(6) e: SD (: + a - me) a!) 


Osserviamo ora che ponendo le congruenze : 


mò — my =t, ma— mB =s (mod A) 


abbiamo : 
at + ys =0, 
e prendendo : 
Sa yr — 0, 
si otliene : 
S$ = rt. 


Dunque i valori dati dalla formula (6) si riducono ai soli A compresi nella formula: 
t 
X=SN (: + A (20 + ro) : k) 


dove a £ si diano successivamente i valori 0, 1, 2,...A4—41. Quindi le radici di- 
stinte della funzione intera (5) sono A, e poichè questa funzione finchè z conserva 
un valor generale non può avere radici eguali senza che f(x) ed F(a) abbiano fat- 
tori comuni, che si suppongono tolti nelle formule (1), A sarà precisamente il grado 
della funzione (5), e quindi tanto f quanto F non potranno essere di grado superiore 
a A, e una di esse sarà certamente di grado A. 

Cominciamo da considerare il caso in cui si ha: 


(7) ad — y — À — 1. 
Le due funzioni fed F saranno di primo grado, cioè ponendo : 
(8) == sn(Mz+- N,)), x =), 
avremo : 
1 + Ba 
(9) VE A 


Qui occorre distinguere due casi, secondo che nella relazione (2) 6 è pari o di- 
spari. 

1° Sia G'un numero pari eguale a 2%. Poniamo : 

A= MQ; A'= MQ' ; 
ayremo dall’equazioni (2) : 
(10) w = a2 + B'O', w == 2yQ + 0. 
Se ß è un numero pari, dall’equazione (7) si deducono facilmente le congruenze : 
(11) a=1, B=0, 2y=0, è = 1(mod. 2). 


Tom. IV. N° 1. 1861. 6 
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Quindi togliendo dal valore (3) di N i multipli di 2A e di A’ che non mutano il 
valore di y, resteranno per N soltanto i quattro valori essenzialmente distinti : 
A' A 
N) Ni NESS NI 

Quando N = 0, l’equazioni (10) e le congruenze (11) ci pongono precisamente nel 
caso 4° del n° 16. P. I, e quindi dalle formule (17) di quel numero si ricava fa- 
cilmente : 

A= Kye an A) = B02, se): 
Per gli altri valori di N bastera rammentare le formule (2) e (14) del num? 2, e 
avremo nelle formule (8) e (9): 


N= 08 Yea Te 
NA, y= — 2, 
A=k,M—1, A 1 
(12) N= 
1 
N=— +A, VERGER 


Se ße un numero dispari, avremo le congruenze : 
(13) a =1, 6=1, 27=0, è=1 (mod. 2), 


e le relazioni (10) colle congruenze (13) ci porranno nel caso 1° del n° 46. P. I; 
onde, prendendo N = 0, dalla formula (14) di quel numero si ottiene : 


[ 1 
li ME koe Un = ka, 
N=A, y= — ka, 
(14) Ag le 
de giano 
A! 4 


2° Sia B un numero dispari. Togliendo dal valore (3) di N i multipli di e 2A 
di A', con che non si muta il valore di y, avremo i soli quattro valori dintisti : 


ASIA: A A 
(15) N= (1 Er Nie 
AN À! Nora 
Nele) ON SU a. 
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Ora la funzzone : 


Aw A’ 
sn (Mz + (1 er 1) 

si annulla prendendo : 

A A' @ 

Aa Van— = (7 bla — 1) )5 + (ea — a) — at. 

e diviene infinita quando sia : 

A A! n x 

Nat kr en) (aeg 


quindi nella formula (9) avremo: 


er] 


Dalle formule (2) del num? 10. P. I. si ha: 


ar eye 


= ALI RAI, 
__A\n(o+t 2 
NO go MS 
4 3 2 =" a n(20+2p+1) 
S(—1)err) TR 


—» 


(an +1)(n+p+T) 
2 


D (— 1)"+0 q 


== 2° A 
ha Vk ct (2n—1)(n—p—1) / 
x (—1) ete 1) q 2 
quindi : 
pa ) ns gs +a(p#+1)(a1) 
D ous) 
Ponendo : 
CR) ee ee 


e osservando che si ha 6 + 1 = O(mod. 2), l’equazione (16) diviene : 


(18) C= — B= yk 
dove : 
:=— y+ d(1 — a)(ß + 2)(mod. 4), 
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e la equazione (9) prende la forma: 





1—iaxyk 
u) VA 1+¢ afk 
Pongo z = 0, ed osservando la formula (17), ottengo : 
gira 
(20) A= i’ 
Ne 
Facendo z = 5 — = + = > avremo : 
A B+1iAÀ aR Are UE 
(5 + Fu )= Vi T+ EVE 
onde quando P è pari sara : 
1 _ u Lk val 1+ Vk 


vr 1— ityk 1 — yk’ 


1 
e quando Sr 





è dispari : 


A == ta 1 — üyk 5 A jean LE Es ‘Vk 
Va 1 + ik — i 1 — ik i 


e quindi in generale : 


= VE (B+1) Mis ) = 
(24) J, jour à Ae (ea) A+(4)? äyk 
ya | — 
1 — ten NN 1—(—1)? üyk 
Per determinare M derivo rapporto a z l’equazione (19), ed ottengo : 
eee AY 
(22) M sn Me +5 +7, Jun Merges) ee 
ye A! 
Qiyk A 
a al esta | 
Pongo 2=0, ed osservando che dalla equazione (17) si ha: 


ASA: Lu 
(A = 05 +7 ar, 


e quindi : 
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45 


oz 222% A 


ie A' 
en (a — à = den =a A Vi 
a à) =vi — 373), 


la equazione (22) darà : 
Mi — 27*?# )) 


e riducendo colla equazione (21), 


ottengo : 


Der 


er Du te ti yk : 


) 


4) 72 Vk 1 — à afk 


1+ i afk 


i n) 
(23) M = (— 4)" FE (1+ (- + ( 
e l’equazione (19) diviene : 
ß E 
ee) POSE 
(24) y— (1p? SEM 
er 
1—(—1)"üyk 


Quando N ha gli altri tre valori a valgono sempre le stesse formule (21) e 


(23), e soltanto nella formula (24) si deve sostituire — y, re 


Pertanto quando B è dispari avremo quattro sole 











cioè : 
= (Zi) zu + ky’, y 
4 
1—vk 2 
= 1—iyk\4 
quate [dct Fin 2 
mee (AGEIUR\ nt TAC 
TTT A E 
Le formule (12), (14) e 


1 1 
trasformazioni lineari differenti, 
14+yk 1 
1—yk 1 
n 1—vk 1 = ayk 
1+yk1= ayk’ 
>» 1-+iyk 1+ ixyk 
1—iyk Aziayk' 
1—iyk 1 ixV/k 
1-+iyk Ax ixyk 


== 


1= xyk 
1 + ayk’ 


a= 





| 


pi 
+ 


| 


== 





It 





(25) danno tutte le possibili trasformazioni lineari, e se ne 


hanno soltanto 6 differenti per i moduli, 24 per i valori di ye 12 per quelli di 1°. 


(Continua). 
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INTORNO 


AD UNA FORMOLA SOMMATORIA DELLE POTENZE INTERE 
DE’ NUMERI NATURALI 


NOTA 


Dl Basti aco Ce 


$299) rn 


Il Cauchy nei suoi Resumes Analytiques da due formole diverse per la somma 
delle potenze intere dei numeri naturali. La prima (*) è 


nm+1)...(n+m) m—i 





S(n”) = 22-61). Lem eher. 
1°) cer (a+). + ( ) 
QT Lot 44 n(n +ı)n + 2)(n + 3 271241 n(n +4 
a ( I )( pe ( m +2) mn +1) , 
1. 2 4 1 3 2 


e ricavasi dalle formole sommatorie dei numeri figurati di diversi ordini, e da una 
formola d’interpolazione. 

Per aver poi la seconda formola, egli osserva (**) che la somma domandata & 
il coefficiente di 
x”? 

1° DA ah . » nt 
nello sviluppo del polinomio 
ee Le. 4 er 


+. ..+e"*=e% — = — 
e*— 1 1—-e 


2x 


e~+e 
secondo le potenze ascendenti ed intere della variabile x. Avendosi qualunque sia x 


2, 2 3 
NX n 
Ze 











Me x? nx na 
eC —1 =2NX + +...=xin + — + eng 


1650105 1222 1.2.3 


(*) Cauchy, Résumés Analytiques, Turin de UV Imprimerie Royale 1833, pag. 70. 
ton) Iy1,pag.271: 
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ed avendo egli antecedentemente trovato (*) per valori numerici d’ x inferiori ad 
15 250 ‘yt oo 


x i 1 x 1 x 1 x 











— — — —T_ + — — ecc. 
1—e : 2 6 179 30 PROS PEN. L AZIONA RIDI 0 
facilmente ricava 


2 3 m 


XL 2 
on) Er 








n + xS(n) ay 
n° n> x” 4 1 pi 1 ac i x 

mL Tr Er — POSI Ille Tir CE SALE fr SE 
2 Bei: > 2 6 1.2 SORIA Warm Arnd 


Quindi sviluppando il secondo membro di questa formola secondo le potenze ascen- 
denti ed intiere della variabile x, ed eguagliando fra loro i coefficienti delle po- 
tenze dello stesso grado contenute nei due membri, egli trova (**) 











n'+n n(n +1) 














S(n) = = 
(72) A x 
2 2 
Ita n n TU + 1)(27 +4 
S(n’j=— + — + —= Naeh) 
; 3 D 6 2978 
ni mn’ on Tr Flat 
Sp à EE (£ ) 
4 2 4 1.2 
n° ni 1 1 nin + 1)(on + 1)(3n7+ an — 1 
S(n4)=— + — + — een AIOE WO Noe Barty 
6 30 ee 
etc. 
e generalmente 
: gti “ur 
S(n7) = CERN 
m +1 2 
RN mal m(m—1)(m—2) 3 + À mm —1)(m —2)(m — 3)(m — 4) DS ee 
(a be 30 DER ET 42 Ria BG Lea by ati 


Parmi potersi ottenere questa ultima formola per un metodo alquanto piu ele- 


mentare, cioè facendo uso dello sviluppo newtoniano del binomio e dei coefficienti 
indeterminati. Pongasi a tal effetto 


(1) S(n”)= A, n+ A,n°+ Agn3 +.. 


9 
sì avra: 


S(n—1”) = A,(n —1) + A,(m- 1)’+ As(n - 1) +... 





(*) Ivi, pag. 66. 
(**) Ivi, pag. 72. 
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Sottraendo l’una dall’altra queste equazioni si avra 

(2) n™=A,n+A,n'+A3n3+..—[A,(n—1) + A,(n —1)+ Asfn —1)+...] 
nella quale equazione le potenze di m e di n — 1 non eccedono il grado m + 1, es- 
sendo che i loro coefficienti oltre questo limite sono tutti zero. Infatti sia k> m+1 
e poniamo che le potenze di 7 e di n —1 si estendano oltre m +1 fino al grado A. 
Se ciò è vero, i termini che dovranno aggiungersi al secondo membro dell’ equa- 
zione (2) saranno 


AAA FIORA RIA Pn 


= An NA ORE A i 


n 


Ora sviluppati i binomi della linea inferiore, tutti i primi termini di tali sviluppi 
elideranno i corrispondenti termini della linea superiore, edil termine contenente la 
potenza 


nt! 


sara (fatta astrazione dal segno) 


(k - )Ax nt. 


Questo termine non potendo combinarsi con alcun termine simile nè nel primo nè 
nel secondo membro, dovra essere nullo, cioè 


) A, 3 


e così si dimostrerà la nullità di A,_,, A,_,, .… À,,,. Ciò posto, le equazioni (1) e 
(2) potranno essere scritte come segue: 
(3) S (n”)=A 


— 2 
TU Ae Ag ay Da re ina in 


Any nt! + An” + A, om... + Asn TANT 


E Angi ie Mea = Ant "e ia An? ds er Te A,(n = 1) — A,n = 


Sviluppando i binomi della linea inferiore del secondo membro dell’equazione (4), ed 
osservando che i primi termini di ciascuno di tali sviluppi distruggono i termini 


della linea superiore, si otterranno le seguenti equazioni 
(m + 1)Angr= 1 
(m + 1) 
—  —T A..,+A,,=0 
129 M I m 
(m+ 1)m m 
TETI Gey Es 


(m + 1)m(m — 1) m(m —1) (m — 1) 
| al PC A ar siii Au Fi ere mem are Ar ee Ra Anes = en =) 
160209104 1.2.8 ihe 9 
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m +1)mım — 1)(M2 — 2 mim — 1)(772 — 2 M—A1 )(771—2 1112 
) | N ) AR i | N ) Ag » OE + | FRE a - =0 
1.2.3.4 1.2.8 Mew cas 


1.2.3.4.5 


A Mist ha + As es Rider + Ayes +...== A, =0 


ove il segno superiore vale quando m è pari, e l’inferiore quando m è impari. Ri- 


solvendo. tali equazioni otteniamo 








1 
MS rail 
1 
A,=— 
m fi 1 i m 
An R(t->)= 2 pa 
m(m —1)f 1 1 1 
A = ——__—‘{— - — + — )=0 
PAR PS LE ANS 2 4 
A m(m—i)(m—2)f/1 ı 1 1 m(m—1)(m — 2) 
e SALI] ee a) a a TA SIERRA 
nei 1219.41 sy) oe Ro ee ae 
mm — 1)(m —2)(m—3) {1 1 5 1 
mm AY 
CRAN CE 6 2 12 12 
À m(m-4)(m-2)...(M-4)/1 1 ı 4 1 m(m—i)... (m—A) 
ern fe a u SE, 
rag 19114150 zung 42 pronao 


Onde sostituendo tali valori nella (3) si ottiene 
nuti n” 





Si") = + 

| ) m +1 > 

mm I pr ARS 4) 5 era, 
631729 30 19% 00 4 42 142% 3.24. 6 


formola identica a quella trovata dal Cauchy. I coefficienti 


1 1 
=) 


1 
— 9 re 5 
6 30 42 


che trovansi nei termini terzo e seguenti del secondo membro di questa equazione 


sono i noti numeri del Bernoulli. 


Tom. IV. N? 1: 1861. 
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SUR QUELQUES THEOREMES DALGEBRE 


PAR M. MICHAEL ROBERTS. 


TI 
Considérons l’équation 
(a > Gy) d@,,....4,)(t, 1)" =0 
dont les racines sont x, , ©, %3,...,: soit 9 une fonction symétrique quelcon- 


que rationelle, entière et homogène des différences des racines, et posons 


o = AÀ,a + pA, a? + PEC 9 DA, O EN A 


ou les coefficients A,, A, etc. ne renferment pas a, . Designons par à l’operateur 


ne 2a, CRE ie rie 
o da, ar a, da; queue. n—I da, 
l’apré incoremie: cn unit ne dg 
d’après un th | es q D ae 





+ dependent uniquement 


d'o 
des différences des racines æ,, æ,, %3.... æ,, en sorte qu’on a ai 0: et en 
attribuant à k successivement les valeurs p, p— 1, p — 2, .... on tire 


CA, = 0, OA, + na,_, A, = 9, ..... » 0A, + rna,_, Ap, = 0. 


Maintenant formons l'équation suivante en ¢, savoir 
T= Ar + pr + PLC AS Re 


et, eu egard aux équations que nous venons de trouver, nous tirons que si ¢ l’est 
une racine quelconque de l'équation T = 0 


Pie 2 
IT = par + pei Are + Po =. _ Are Jer— nr) = 0 


d’où résulte de'= na,_, ; et si t’ est une autre racine de la même équation alors 
d(t'—t") =0: il s'ensuit done que t'—t" est une fonction des différences des ra- 
CINCS TS CL ST i x, Nous avons ainsi le théorème suivant, qu'une fon- 
ction quelconque des différences des racines de l'équation en ¢ est aussi une fonction 
des differences des racines de l'équation en æ. 

Nous allons maintenant appliquer ces généralités. En ordonnant le discriminant A 
de l'équation 
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a xt + 4a,x + 6a,x° + 4a3x + a, = 0 
suivant les puissances de e, posons 
A = Axe} + 3A,e°+ 3A,e + Az: 
Je trouve 
ARA? — 6A,A,A,A3 + HAAR + AAÏ A; — 2A, A, 
= — 729(a3 az + 2a? — 3a,4,4,) (asa; — 60,0,0,43-+ aa; + Hataz — 3a?a})°. 
Soit s, la somme des puissanees r des racines de l’équation 
at + 5a,x + 10a,x° + 100,27 + 5a,x + ag = 











el posons 
SER 0 
a (ses ah} Ne a° ST PERS 
~ — 0 OUSI adh 0 A 6 La Ae eee 
nr nr , a | SD au 
100|s,s, 500 Mii. 2500| 5, 83 S4 Ss 
2 ae S3 8, Ss 86 
H=a? — aa, , I= aa, — 40,03 + 3a? , 
= 00,0, + 20,003 — 0,0 — ala, — aj, 
Je trouve 
1/dA;\° \ ; 
ite = — a? A, A; + AA (SHT — aj I° — 6a, HJ), 


et en écrivant 
Ay Pa? + 20a; + R. 
Je trouve aussi 
Q’— PR = A,(5H’I — a° — 6a, HJ) ; 

en sorte que si A, = 0, alors Q? — PR — 0. 

Si A, < 0, A,>0 il n’est pas difficile de faire voir qu’alors 

5H°I — aP — 6a WI <0, 

d'où résulte que quand À, < 0, A, > 0 alors A3 > 0. Ces recherches sont etoite- 
ment lieés avec l’application du théorème de Sturm aux équations du cinquième degré. 

Soit T Vinvariant gauche de M. Hermite des formes binaires du cinquième degré, 
et représentons par K et Q respectivement le quartinvariant et l’octinvariant de ces 
formes (N? 17 ct N° 25. dans les Tables de M. Cayley): soit aussi Ra + R,y 
leur covariant lineaire, je trouve que quand I = 0, ou K° — 30 = 0 alors (dans 


R, > 9? . 
ces deux cas) — —— est une racine de l’équation 


R 
a,c + 5a,x* + 150,2 + 10432? + 54,0 + as = 
Collége de la Trinité a Dublin le 21 Octobre 1861. 


* 


52 ANNALI DI MATEMATICA 


RIVISTA BIBLIOGRAFICA 


ASPRE 








SOPRA ALCUNE CURVE DERIVATE DALL’ ELLISSE 
E DAL CIRCOLO— CURVE DI CARTESIO. 


4° In una ellisse con l’origine delle coordinate al centro C, e riferita agli assi 
principali si conduca ad un suo punto M la normale MN = » compresa fra il punto 
M, e l’incontro con l’asse maggiore : si conduca di più la tangente MT =: com- 
presa fra il punto di contatto M, e l’incontro con l’asse prolungato, quindi alzando 
dal pu nto T una perpendicolare indefinita si conduca un semidiametro CM dal centro C 
prolungandolo fino all’incontro M' con la perpendicolare elevata dal punto T. Se questa 
costruzione si ripeta per tutti i punti dell’ellisse , il luogo geometrico dei differenti 
punti M' sarà una curva del quart’ordine, della quale l'equazione sarà assai facile a 
ritrovarsi. | 

2° Per le nuove coordinate del punto M' con l’origine al centro dell’ellisse pon- 
gasi CT = X, MT — Y avremo per l’ellisse 


xy) a? 

are re 
Di più fra le coordinate x, y dell’ellisse, e le corrispondenti coordinate X, Y si ha 
la proporzione 


2 
ZU fice À N ovvero O 
2 
quindi sostituendo y° == gala — x”) si trova 
a°b’X° == x°(b°X°+ a?Y?). 
2 


Sostituendo in fine x =F si ottiene 
PX: —a’(a?Y*-+ b°X?). 
Tale è l'equazione cercata: la curva rappresentata si estende a rami infiniti, e l’ori- 
gine delle coordinate è un punto conjugato : per a = 6 si ha una somigliante curva 
derivata dal circolo, vale a dire P 
XA di(X3+4--Y3). 

Qui pure il centro C del circolo è un punto conjugato della curva, la quale è so- 
migliante alla forma dell’iperbola equilatera. Che se per il circolo si voglia derivare 
una seconda curva dalla prima col prendere per raggio del nuovo circolo Y(X°+Y?), 


e con ripetere per esso la medesima costruzione del primo , si otterrà una curva 
dell'ottavo ordine di equazione 
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x8 LE a?(X?+ 712: 
Proseguendo l’indicata costruzione col deserivere un nuovo circolo di raggio Y(X”-+-Y?) 
si otterrebbe una curva dell'ordine duodecimo, e di equazione 
Xi? — a?(X? + Y?)?. 
Nella stessa guisa si dedurrebbero equazioni di grado 16,20, ..... ed in generale per 
n pari | 
X2" ns AE sta Wen}, 
Queste curve furono gia studiate da Cartesio (*), e da lungo tempo furono riportate 
da altri serittori, fra i quali in special modo & da citarsi il Padre Caracciolo in una 
sua pregevole operetta De lineis curvis stampata a Pisa nell’anno 1740. Nella me- 
desima opera si ritrovano ricerche ed indagini utili a collivarsi sopra molte altre curve 
algebriche, e trascendenti. Nelle suindicate equazioni n dovrà essere un numero pari. 
Con la sostituzion polare X = R cos u, y=Rsenu, si ha simultaneamente 


a 
X= a sec*— a 5) “Y= asset" u tanga',s Ri ——_- 
cos” u 
La discussione delle curve per mezzo dell’equazione polare ha dato occasione a diversi 
articoli, che si trovano in differenti volumi degli Annalz di Matematica del Signor 


Terquem. 





3° Nell’ellisse possiamo ancora derivare un’altra curva, fa quale per a = b ci 
riconduca alla curva di sopra rimarcata nel circolo. Condotta infatti nell’ellisse la nor- 
male MN = n, e la tangente MT = t, ed inalzata dal punto T una perpendicolare 
si prolunghi la normale n fino all’incontro N, con questa perpendicolare, il luogo - 
geometrico dei differenti punti N, così determinati apparterrà ad una curva del sesto 
ordine. Pongasi per le nuove coordinate CT = X, N,T= Y, e si chiami n, la sot- 
tonormale, e #, la sottotangente dell’ellisse, si avrà la proporzione 

0 DO DOD RA 
Ora nell’ellisse si ha simultaneamente 
2 2 2 2 2 
= AR paci = ——r, a Fa 
qaindi dalla proporzione si trae ; 
ba Y = [at — ‘a? —b°)x° ly. 

Elevando al quadrato, e sostituendo i valori di y”, x espressi per la X, si otterrà 
in ultimo l’equazione 





(*) Vedasi Geometria a R. Des Cartes anno 1637 Gallice edita; nunc autem cum notis Florimondi De 
Beavne in Curia Blacsensi Consiliarii Regii in linguam latinam versa, et commentariis illustrata.Opera atque 
studio Francisci à Schooten. . . Lugduni Batavorum 1749 pag. 22 e 75. 
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b?X°Y? = (X° — a’) [X? — (a° — b?) P 
la quale rappresenta una curva del sest’ordine : per a —b I’ equazione si riduce al 
quarto grado, e si giunge nuovamente alla primitiva curva di Cartesio 
a°Y° = X?(X* — a’). 
Nell’equazione generale introducendoci l’eccentricità e dell’ellisse col porre 
a? —b = a?e?, b? = a?(1 — e?), 
si avrà 
* a?(1 — e?)X?Y* = (X* — a?)(X? — a’e?)’. 
Verifichiamo di più l’equazione dell’ellisse con la sostituzione circolare 
g=acos0, y=bsend=ay(1 — e). sen 9 
olterremo per le coordinate X, Y della nuova curva 


X=asecé, Be secé tang 6(1 — e?c0s"6) 


e 
V(1—-e?) 


Osserviamo in ultimo che per la tangente MT — + dell’ellisse, si ha 


1 
ve V(a° — x°).V(a? — ea?) 
a 
d'onde sostituendo æ = X abbiamo 
(X* — a’)(X? — a’e’) 
Ne 
quindi l’equazione generale della curva diviene : 
a°(1— e°)Y° = t°(X° — a?e?). 
Aggiungiamo ancora che la normale n dell’ellisse porge 


ERDE ana, __(1—e )(X— are) 
n=, (a PC Era) sats" VO) i re 


Ê — 


per cui dalla penultima equazione si trae 

a'(1 — e*)?¥’ = n?#?X?, ovvero a°(1— e°)Y = niX. 
Tralascio ulteriori ricerche su queste curve, basti di averle per un istante richiamate 
alla considerazione dei geometri. 


Roma 6 decembre 1861. 
BARNABA TORTOLINI. 
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Wa À 
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LA TEORICA DELLE FUNZIONI ELLITTICHE. 
MONOGRAFTA 
DEL PROF. ENRICO BETTI. 


(Continuazione. V. Tom. IV, pag. 45.) 


PE > 
10. 


Consideriamo ora il caso in cui è : 
(1) cd — By = p, 
e p numero primo. Poichè la sostituzione (2) del numero precedente, come abbiamo 


dimostrato nel n° 19. P. I, equivale a due consecutive, una di primo ordine e l’al- 
tra di una delle due forme : 


(2) ent, SQ 

(3) w—Q, w = 2pQ + pO'; 
dove p è un numero intero e reale minore di p , si potrà sempre riguardare una 
trasformazione di ordine p come risultante da una trasformazione lineare e da una 
trasformazione di ordine p nella quale l’equazioni (2) del numero precedente abbiano 
la forma (2) o (3) . Pertanto ci dovremo limitare soltanto a queste ultime p+1 
trasformazioni. 


Sia p = 2. Per la trasformazione in cui ha luogo la sostituzione (2), dalle for- 
mule (22), (24), (25) e (26) del n° 17. P. I, si ricava facilmente : 


DE: 1, sn(a, k) en(2, k) A 
(4) sn[(1 +#)z,2]= (1 ni Mer rages 
Per la trasformazione nella quale si ha «= 1, B=y= 0, 0 =2, dall’equa- 


zioni (8), (14), (20) e (21) del n° 17, P. I, si ottiene: 
=. (1+ k) sn (z, k) 
OM etn A 1 + ksn°(z,k) ” 
en(z, k) 
kis, A nane : 
(5) SIONS en 
1 + ksn’(z, k) 
1 + ksn%(z, k) 
2yk _1+k 
mar 
Tom. IV. N° 2. 1861. 8 








dn [(1 + k)z, 1] = 
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Ora sia p un numero primo dispari qualunque. Le p + 1 trasformazioni di or 
dine p corrispondenti alle sostituzioni (2) e (3) sono date immediatamente dalle for- 
mule dei numeri 18 e 19 P. I. 

Dall’equazioni (14), (15), (16) e (17) del n° 18. P. I, abbiamo : 


—1 


II, sn(z + to,) 
M, sn ( ; i) = ——— , 
4 II sn (to,) 


Pra 


% yt t 
nar is) = Pri ch (3 tee) 


E 


0 en (tw,) 


|» 





2 p—1 dn (2 + to,) 
d I ? À > II, 3 
(5 ) o di (te) 


e dalle formule (20), (21), (22) c (23) dello stesso numero : 


sn°z 
p-t À — 
2 2 
M, su (sr, ) — sn re 


a, | 
— k’sn*to, sn°z 


per o 
(6) 2 cn’ to, 
EXT e 
\M, i} 4 — ksn°to, sn°z 
nt une ents, , 
dn’to, 
i 4 — sono sn ” 
essendo : 
(8) 6 LUE w + 206 


o 3 


p 
e dalle equazioni (9), (10) e (11) del n° 19 P. I: 


pot 








2 ento 
9 M. = at 1 i IT RS O NA , 
(9) op i snto, dn’to, 
PE 8 
2 en°tw 
10 xè = k?? II = 
: | ) ss Pi dndto, | 
È > 
(11) — Kar I, 


dndto, | 
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dalle quali si trae : 


ire PA pat pat fy 
M, IIsn’to, = (—1)? M, IIsn to, = (— 1)” — 
1 1 k? 
= TW 
2 prt { 
(12) Th emits = a cn to, = xk” 


I dn*to, = II dn to, = nd 
4 4 877 


Onde l’equazioni (7) divengono : 


ee} ea 2 
HA Se = —— ; 
M4" a ee oe 
x KP r- 
(13) en da) VER II, cn (2 +20), 


] ra 


= 


al; JS Vis dn (2 +215,). 
| 


Riducendo l’equazioni (7) colle formule (12), e ponendo : 
Usa ed; 


abbiamo : 
prt 


Ts | À z A 1 
u.I.(u— sn’to,) — —— sn I —., Lu ———} — 
1 1 A ) kM, (i 2 ) 4 ( Ik? se) 0 4 


p—i ae 
#3 eS % 2 dn°to 
(14 v I,.(v°— enets) — (— 1)? — en (-— 2, IH, lo — ——~} — 
) HL. ) | ) kM, M. Pa k? sn* to, Ue 
pt ( 17 sf ; 
= "n 2 ento 
wII, (w°— k°dncto,), — —— dn (sr À } I, (au? — Sie 
1 ) M, M,’ = sn to, ù 
Ora poichè queste equazioni non sono altro che l’equazioni (13) poste sotto al- 
tra forma, è chiaro che avranno rispettivamente per radici le quantità: 
sn(z + 2w,), en(z-+2to,), dn(z + 2t0,), 
i 


dove per ¢ si prendono tutti i valori interi non maggiori in valore assoluto di 45. 
Quindi per le note relazioni tra i coefficienti e le radici, avremo : 
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Pt 
2 
pot 
Sy, n: = 
(15) ((—J) FAY foo (a i) = YŸ, en(2 + 2to,) , 





ti 2 
M dn mm’ == e In@+ 2m,). 


Dall’equazioni (20), (21), (22) e (23) del n° 18. P. I, abbiamo : 


prt 


% 2 1 4 
Mo (EG ef ee 
Me (1 7 11) 11 (= 2) 


- 


(3 Fel et | k°sn° 2to, 
toa aE .) = der (2) IL, a unite. DE ==) 


— I 


— 


2 


1 k”sn’ 2:0, 
= 6%, . (2), (ezio, + =) 


dn’z 


Derivando logaritmicamente queste equazioni, a cagione dell’equazione (1) del n° 4, 
si ottiene : 


2 2  2cnz dn zsn’2to, 
Lu (ir .) sj 0 Z,.1(2) ae 2: PER BIETET 20) 2 PA 


9 
sn z(sn°z — sn°2tw,) 


p x 
4 z = 2ksn z cn z dn 3 sn°2to 
—— —— x = — rn ns a ee 3 
Mia (i ) Pb...) 2: 1 — k’sn’2to, sn°z 
pra 
4 2 à 2k?sn2zdnz sn°2to 
Z \}= PZ = eh Lato eh u on 
Mi: Ir Ù ) P Lo: (@) 2: en z(en°z — sn”2to, dn*z) 
p= 
1 z 2k°k® sn z en 2 sn? Ata 
—Z .)J=pZ Lt ne e Pe, 
M, ° ( ? ) Pool) + 2: dn (dn°z — k’sn’2to, cn°z) 


e riducendo coll’equazioni (19), (20), (21) e (22) del n° 4, si ha: 


Vite” 
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+ 


pot 


(16) Lil i.) = DANCE: 20,), 
TE 


m 


p— 


| 


= 


an pau (jr 2.) = È Zu + 20), 
dove x e v sono eguali a zero o all’ unità, ma non ambedue contemporaneamente 
eguali all’unità. 
Denotiamo con Y, e Y', le quantità alle quali divengono eguali » e »', quando 
si muta k in À,, e determiniamo le relazioni che esistono tra Y,, Y’, en, a". 
Sostituendo nella equazione : 


sj 
e|t 


pi 

1 x Fe sn’to 
FL FE e ER 2 x TA cre i I 
M Lt ) ) PLi,o(z) — 2k’sn 2 en 3 da 2 2 ve Prina 


il valore di Z,,, che si trae dall’equazione (15) del n° 12. P. I, abbiamo: 


% 
— ; À p—t 
Vie HA ) RE AX so a sn?to 
© = — —— + — sn 3 en 25n2 SY, — — —— : 
M’A, a (i .) o ar ioe È x 4 — k’sn?to, sn?” 
X1,0 M? 


Dividendo per z, ponendo 3 = 0, osservando l’equazione (12) e l’altra : 


dimostrata nel n° 12 P. I, si ottiene: 


VÉ wep 12%? 16 
n paste VE 
onde : 
de> 
1) Y= pM,n + (—1)? 240 = 


pot . 26 
(20) Y.=(-1)° Va Mi Rit > m 
Sostituendo i valori (19) e (20) nella equazione : 
VAN FAS on 
abbiamo : 
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(21) Miet) +)? ate 5 a) We 


PEL À 
(22) Y.=(—1)° (N. pi + 2k 0! va 
La prima equazione (17), ponendo : 


(23) u=yksn(,k), 


prende la forma : 
x Ft Isotta 
À Bee AN wh — 
ee (> ) TER) 2° 
— | 
w Biw + Blo +... + BIS) 


Z 
(24) Vr. sn (i .) EU mm A — > = is 
LH Blu + Bi ul +... + Bl? ur 


(25) Bye: 


Ora, dalla equazione (21) del n° 18 P. I, abbiamo : 


dove : 


PL 
slip A.) = Ae (2) (1 — Bi w+ Blu? + LATE pi 2 Aus) 


la quale equazione, osservando la seconda formula (16) del n° 10. P.I, e le rela- 
zioni : 


P—1 


(26) M=—, M,=(—1)? —, 


e ponendo : 


(27) v= ee 


dara: 





| ped 
4 B, (=) pel ee È m ST 
BR, ur Bee ur | NAN, 
0 
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» À, OS). AN. 
(29) Keen : Aj?’ = Wane 


Dalla equazione (3) del n° 14. P. I, ponendo mente alle relazion (26) e all’ 
equazioni del n° 19. P.I. : 





= 
el 
abbiamo per tutti i valori di e: 


ara [a dal 
d 2.65 > .) 2 d en (sr ) .) 1 


Nei A n ME 
dz Die 2 dq A 


Sostituendo il valore (28) o (29) secondo che © è finito o infinito , effettuando le 
derivazioni e le riduzioni come nel n° 7. e ponendo : 





(31) > ko 
si oltiene : 
d'U dU 
or 4 ci ceca SOTTO) e 
(82) (1 — a+ nf) EE + (p — 1)(au — u) — 
+ p(p — LU, = 2p(— 4) ae, 


Sostituendo nella equazione (32) il valore (27) di U,, si ricava: 


dA, 


ee E 
1.2 A’, == 2p(a 4) A 





dA‘, 
da 





? 


3.4 Al + 2(p — 2)aA', + p(p — 1)A, = 2p(at— 4) 
d A. 
de 





5.6 Al + 4(p — 4)(aA! + (p — 2)(p — 3)A', = 2p(aî— À) 


’ 


(33) 


2r(2r — 1)aAT + (2r — 2) (p — 2r + 2) aA" +(p-2r+4)(p-2r-+3) AT? 


(2 





r—2 
i re dA, 
a 2p(a À) da ? 
p++ 
dA 


pei = 
(p — A)aA,? + 2,9 A7 = 2p(a2— 4) 
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Dalle formule (11) del n° 13. P. I, ponendo mente alla formula (3) del n° 14 
e all’equazioni (16) del n° 10. P. I, ed osservando che q?, = q, si ricava: 


Tr 
dlog 3” ss d log Vies 


dq Agr 





dq 





d log À / — 
0g VE BIER (n + W)w dlogx/35 = 
_ dq et Agr’ é AA, 
og \/2 ued os 


_ (n+ Fo) + Ko) 
dq - FA dé — : 


i? Sameer el 


YA, 





4pqr° ; 


TRE, = A, )A, 
Apqr° 


? 


EURE + Xe A.) A, 


Apqr° 


onde, sottraendo queste equazioni una dall’ Me e sostituendo il valore di Y,A, tratto 


dalla formula (19), abbiamo : 








i 
log hats 
‘i Vini. _, _ (ye Fe 
dq ni 2pqr à 
À 
1 log 
a 108 kM, = _ (1 à = 120? À, A. on, po 
Le 2pqr* kM... Apqr 


d log sv 





aa kw? À, X?, A7, — pho” 
2pqr’ V kM° | ApqrÈ | 
ed, osservando ni si ha: 
uke d da dk k'4a* d = (@— 4)k d 
| dg da dk dg 2kqr da gr da’ 
si ottiene : 
À 
_ Vai VE 
Pla — 4) ASI) VE 
a 
34 - kM, pat À 1 1 gi 
ED À ple ae (1) + (pr a) ae 
k? M,yM, 


ay/ 1 
‘ M, Di. À k 
Dies A) = (—1)? Vi M, “uri (r- 


13 4 
RM?) V M 
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Modificando convenientemente la dimostrazione si trova che queste formule val- 
gono anche per o = @. 


Ora, essendo : 
Pt no rh 
sel Vin: Br Var WE, ’ 


I’ equazioni (34) ci danno il modo di esprimere le derivate successive di A, e di 
pei 


A? prese rapporto ad a, per mezzo di Vk, yk', YA, ÿX ed M. Quindi dall’equa- 
zioni (33) potremo trarre i valori di A‘, A", -*.-espressi razionalmente per que- 


ste quantità, ed una equazione algebrica tra le medesime, essendo l’equazioni una di 
più dell’incognite. 


LT: 
L’equazione (24) del numero precedente, ponendo : 
x = sn(z, k), 


ed osservando l’equazioni (23) e (25), diviene : 


(1) 2? fl — Mi. (sr 2, ja tel lic: ) = 


Poichè questa equazione equivale alla prima delle equazioni (15) del n° precedente, 
le sue radici saranno : 


(2) snz, sn(2+ 20), sn(2+ 40)... sn[2 + (p — 1), |, 





ed avremo : 





Pa À, 2 
D sn(z + 2ro,) = im Ki 1}: 
Prendendo i p+1 valori di o, sommando e rammentando il valore dis, , abbiamo: 


T =f PL 9 ! 
SS sn(z + 2r0,) =p nz + SS sus + 2mo + ne) 
È 0 0 


P 
À % 
= VY —sn[—, A}; 
2 a” (1 ) 
ed a cagione della formula (3) del n? 8 
% 


À, 
(3) sn (pz) = — Sn 3 + 2 EM (> .) . 
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Per risolvere algebricamente l’equazione (1), basterà determinare la funzione di 
Lagrange delle radici (2) : 


Snmri 


pesi 
(4) L,,(2 =Yn@ ? sn(z +-2ma,). 
0 
Esprimendo le funzioni ellittiche per le funzioni Jacobiane, ed osservando la formula 
(15) del n° 18. P.I, abbiamo : 
N. ,„(2) 


(5) LAVER VI) 
aA a .) 


dove N,,„(2) è una funzione intera di z. 
Ora tra i periodi corrispondenti al modulo À, e quelli corrispondenti al module 


k esistono le relazioni : 





Ay A' © iy eels w 
— = re 9 = —, a, — a 
(4) ti È Ming Se A, o pi. M. DAT 
MA, =o,, MA=@, 

MINE 2 MA = 0, ; 


ossia per valori qualunque di o finiti o infiniti : 
(6) MA, =eo, +o, MA, = vo, +uw, 
dove x e v sono eguali uno a zero e l’altro alla unità, e #=0 soltanto per c= . 
Potremo anche scrivere in generale : 
r 
To + Sw 
(7) em 
le. 
dove r = 2c, s=1 quando cèfinito ed r = 1, s = 0, quando =. 
Pertanto dalla equazione (4) avremo : 





L,, (2 -+- M,A,) = —e ” L,,,(2), 
(8) 


e dalle formule (4) e (5) del n° 6. P. I, si rileva : 
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z + MA, Po % 
7 M. 9 1 )= do ’ a), 
- (+4!) 


2 + M, A’, Ay 
e , .) = — € M 6.0 > .) N 


Mediante le formule (8) e (9), dalla equazione (5) si. ottiene : 








lnyni 
N,,.(2 + M,A,) =—e ? N,,,(2), 
10 n z 2rnpAg 
XE i [ea sal 
N,, n(£ “Ti M, A',) na ì 5 No 2) . 
Poniamo : 
I A',T A, % ’ 
(11) hacen re, D 200, 
Aynriz 
(12) N, ‚n(2) = ef Y(%,, n) 
e dalle equazioni (10) avremo : 
(Lo, n me A.) Lt Ye, n) 9 
di (ax,;,n + AI, ) 
(Ten Le A’) u in vr, RI 3 
e quindi : 


2 
UE 24 Py a Ce Cp ut ’ À.) = Ge 0, (i Sp 2n 0, 9 1) i 


Sostituendo questo valore nella equazione (12), e il valore ottenuto per N,, „(z) nella 
equazione (5), si ha : 


Anyniz lic + Ind’, > .) 
As OE. HENRY à 


2 
Gol ? .) 


Ora, per determinare C,,,,, osserviamo che dall’equazione (4) si ottiene : 


Bmnni 
4 poi e P 
L, hae ri ———— SS ———— 
i i 5) ksn + Ir k sn(2 + 2ma,) ’ 


* 
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RS nt vp 
e quando s = 1, ed r = 2, essendo p un numero dispari, P ra P g sara 
intero, e quindi nel secondo membro della equazione (4) vi sara un termine in cui 














m = PT oppure m = » e poichè si ha: 


p_l Geller ro + So! (-1)° 
CE + 2( n )s. a ss + a 46 ) 


== ’ 
k snz 


uf: = (rt). a == Pi ( Es) er 


ksnz 














sara: 
2nri 


N. e P 
Lea ++) E ksnz + TG); 


essendo T(z) una funzione che non diviene infinita per 3 = 0: e poichè delle due 


quantità 2 ev sempre una è nulla e una eguale ad uno, ed r è pari, ed s = 1 
quando v è nulla, avremo in generale : 











aunri 
! bye 

(1) L,,.(@-+ MA’) = L,, (: 4 =) le ie 

Ma dalla formula (10) del n° 10. P. I, si ricava: 
’ Ar 
Dt a 
2 +iMA, pas: ANT ue 
(ST ’ .) IV, € Oy M,’ Xe ’ 
(15) 


! 
: A 
ni z ! e 
mi vii. sor) 
ç 


2 2 
= vai (+ 2na, » a.) 
e quindi ponendo nella equazione (13) z + + M, A", invece di z, mediante le formule 
(14) e (15), si ottiene: 


£M, A’ 
„rm + Ind',', .) 


5 


nyriiz 2 3 

1 FE Ooo x =" and, ’ .) 

1) N te 
ksnz 2 

ds di; (x , .) 


À 
(—1) kM, 6,,0(2n0', , À.) 


as 2 
Moltiplico per ap» € ponendo z = 0, ottengo : 
e 


um er 
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e quindi : 








Anyriz Z ' 
> au, oro + 2n5,, .) 4 
(16) LH è en (i + nr). 


M 
es tot ’ Oo 3 À) a 
M, 
Ora abbiamo sempre : 
| per 
2 2 x 2 
(17) 8,,0(P%, k) = 6, (ir rt. | its. sn’ to, lt i.) | ; 
ay % 

Infatti quando o = «©, essendo i TC » se facciamo sopra 0,0 (sr i.) la tras- 


formazione corrispondente alla sostituzione : 


A' Q! 
A, = Pos: 
o NO à À 3 A Gt 
avremo — =", il nuovo moltiplicatore sarà M, = —, e quindi M M, = 3 e il 
Q 9) © p 


modulo della trasformata sara k, e dalla formula (21) del n° 18. P. I, avremo la 


equazione (17). 
! I 


w A ; 
Quando s € un numero finito, essendo — = yore To 26, se facciamo in 
@ (el 


3 : ? RE, 
Cio (jr i) la trasformazione corrispondente alla sostituzione : 
e 


AIO 
— = — 
A, . pe 

e poi la trasformazione lineare corrispondente alla sostituzione : 


O! ! 
ar + 25, 


Q 


che è quella del 4° caso del n°. 16, e non muta nè il modulo nè I argomento , 
avremo : 


e quindi avremo anche in questo caso la formula (17). 
L’equazioni (6) e (11) danno: 


pM, Sn = M, A, — pM, A, = vo — po, 
e guindi la formula (17) da: 
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ne (272 + anya! ) 
G) 


(18) 9, o( pe + 2npM, ©, > k)=e 


pet 
( + no‘, , a E A sn’ to, sil + 2n0h,, i) 
4 


9140 (PZ k) 


v4 
5 


gP 
M, 


120 


e ponendo 3 = 0: 
4n°yria! P_i 
Pes D SR un 2 
4) os (Qno', ’ À) IT, (1- x sn’to, sn? (2n0, ? )) 
1 


(19) 
Dividendo la equazione (18) per il prodotto delle equazioni (17) e (19) e ponendo 


st sn’(to,, k) sn? (vi ’ i.) | 1 x sn°(tw,, k) sn’ (2nw, , | 





o 











; 1 — 2%” sn’ (to, , k) sn | — + 2no',, à, 
e M, 
avremo : 
&nyriz % 
ae Gol —— 2n5, 3 .) 
e ae? A 
e V con? 


7 oe 1) (200, ? À,) 
e quindi : 

5 À, 3 ! of CR 
20) Lan = (Ayr pren (gr + Bel, WA 

da cui si ricava.: | 
_ Smnni E 
(21) ei sn(z+ 2mo, , k)— Sie P sa( 5 + 2nv, , Van. 

e DÌ e 


(Continua). 
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RE nee messer en ernennen et 


INTORNO ALLA CURVA GOBBA DEL QUART’ ORDINE, 


PER LA QUALE PASSA UNA SOLA SUPERFICIE DI SECONDO GRADO. 
MEMORIA 
DEL PROF. LUIGI CREMONA. 


(letta ai 7 di marzo 1861 davanti all’Accad. delle scienze dell’ Istituto di Bologna). 








Una delle teorie più interessanti nell’ alta geometria , e che da qualche tempo 
sembra aver attirato in modo speciale l’attenzione de’geometri, è senza dubbio quella 
che risguarda le linee a doppia curvatura 0 curve gobbe. Il sig. Cayley, giovandosi 
di quanto aveva fatto Plücker per le linee piane (*), diede, nel tomo X del gior- 
nale matematico di Liouville (1845), formole generali ed importantissime, relative 
alle curve gobbe ed alle superficie sviluppabili: formole, che collegano insieme l’or- 
dine di una data curva gobba, l’ordine e la classe della sua sviluppabile osculatrice, 
l'ordine della linea nodale di questa sviluppabile , la classe di un’altra sviluppabile 
che è doppiamente tangente alla curva data, il numero de’ cuspidi di questa curva 
e quello de’suoi piani osculatori stazionari, ecc. 

Non meno importante è la memoria del sig. Salmon On the classification of 
curves of double curvature (**), nella quale , superate felicemente alcune difficoltà 
ehe offre lo studio analitico di quelle curve gobbe che non sono la completa inter- 
sezione di due superficie, si stabiliscono le formole che danno tutte le curve gobbe 
di un dato ordine. Applicando queste formole a casi particolari, l’autore mostra che 
ogni curva gobba del quart’ ordine può essere risguardata come la parziale interse- 
zione di due superficie, l’una del secondo, l’altra del terz’ ordine. Se le due super- 
ficie hanno in comune una conica piana (0 come caso particolare un pajo di rette 
concorrenti), la rimanente intersezione è una curva gobba del quart’ordine, per la qua- 
le passano infinite superficie del secondo grado. Invece, se le due superficie hanno in 
comune due retle non situale in uno stesso piano, ovvero anche una sola retta, che 
però sia doppia sulla superficie di terz’ordine, la rimanente intersezione è una curva 
gobba di quarVordine, per la quale non passa alcuna superficie di secondo grado, 
oltre la data. 

Sonvi adunque due curve gobbe del quart’ordine, essenzialmente diverse; l’una è 
l'intersezione di due (epperò d’infinite) superficie di secondo grado; l’altra non può 
altrimenti essere definita che la parziale intersezione di una superficie del secondo con 
una del terz’ordine. 





(*) PLUCKER, Theorie der algeb. Curen, Bonn 1839; pag. 207 e seg. 
(**) Cambridge and Dublin Math. Journal, vol. V, 1850; pag. 23. 
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Per lo avanti, la linea comune a due superficie di secondo grado era la sola curva 
gobba del quart’ordine che si conoscesse. I signori Salmon e Cayley primi notarono 
l’esistenza della seconda curva dello stesso ordine. Questa si è poi presentata anche 
al sig. Steiner, nella sua preziosa memoria Ueber Flächen dritten Grades, che è in- 
serita nel tomo LIII del giornale matematico di Berlino (1857). 

Nella presente memoria, con semplici considerazioni di geometria pura, e senza 
presupporre la conoscenza delle formole date da Cayley e da Salmon nelle memorie 
citate ed in altro ingegnosissimo lavoro di quest’ultimo geometra (On the degree of 
the surface reciprocal to a given one (*)), io mi propongo di esporre e dimostrare , 
non solo le proprietà della nuova curva già dichiarate da Salmon e da Steiner, ma 
altre ancora che credo nuove, e segnatamente la costruzione geometrica (lineare) della 
curva, mediante intersezioni de’piani omologhi di tre fasci projettivi. 

Solamente ammetterò come conosciute le formole di Plücker, relative alle linee 
piane, e perchè queste sono generalmente note, ed anche perchè spero di pubblicar 
fra poco una dimostrazione puramente geometrica delle medesime, in uno studio in- 
torno alla teoria generale delle curve piane. 

Siano : 

m l’ordine di una data linea piana, ossia il numero de’punti in cui è segata da una 
retta arbitraria; 

m' la classe della curva, cioè il numero delle tangenti che arrivano ad essa da uno 
stesso punto arbitrario; | 

d il numero de’punti doppi; 

d' il numero delle tangenti doppie; 

s il numero de’punti stazionari (cuspidi o punti di regresso); 

s'il numero delle tangenti stazionarie (tangenti ne’flessi). 

Le formole di Plücker sono : 


m =m(m — 1) — 2d — 3s 
ma=m(m — 1) —2d — 35 

s' = 3m(m — 2) — 6d — 8s 
s=3m'(m' — 2) — 6d' — 8s' 

s —s — 3(m — m) | 

2(d — d') = (m — m')(m+m — 9), 


le quali equivalgono a tre sole indipendenti. 





(*) Transactions of the R. Jrish Academy, vol. XXIII, Dublin 1857. 
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| Tal: 

Due superficie di secondo grado si segano, in generale, lungo una linea a doppia 
curvatura © del quart’ordine, per la quale passano infinite altre superficie di se- 
condo grado. Una qualunque di queste è individuata, se debba contenere , oltre la 
curva C, un punto dato fuori della curva. Se questo punto si prende sulla linea retta 
che unisce due punti qualisivogliano della curva C, quella retta apparterrà per in- 
tero alla superficie che si vuol determinare. Questa superficie sarà dunque rigata , 
ossia, in generale, un iperboloide ad una falda. 

Dunque, per la curva C passano infiniti iperboloidi ad una falda. 

Considero la curva C, come l'intersezione di un iperboloide rigato e di un’altra 
superficie di secondo grado. Qualunque generatrice rettilinea dell’iperboloide incontra 
l’altra superficie in due punti, i quali, essendo comuni alle due superficie, apparten- 
gono alla curva C. Dunque, una generatrice qualsivoglia di un iperboloide passante 
per la curva C incontra questa, al più, in due punti. 

La curva C non può avere più di due punti sopra una stessa retta; giacchè una 
retta, che incontrasse C in tre punti, dovrebbe giacere per intero su tutte le super- 
ficie che passano per C, cioè queste superficie avrebbero in comune una curva di 
quart’ordine ed inoltre una retta; il che è assurdo. 

Per la curva €, intersezione di due superficie del secondo grado, si può far pas- 
sare, in infiniti modi, una superficie del terz’ordine. A tal uopo, si assuma una retta 
arbitraria R, come asse d’un fascio di piani (P) proiettivo al fascio delle superficie 
di secondo grado (S) passanti per la curva C. Quale è il luogo delle coniche , in- 
tersezioni de’piani P colle corrispondenti superficie S? Una retta qualsivoglia L in- 
contra le superficie S in una serie di coppie di punti in involuzione, ed i piani P 
in una serie semplice di punti, proiettiva alla prima. E noto (*) esservi tre punti 
della seconda serie, ciascun de’quali coincide con uno de’ due punti che gli corri- 
spondono nella prima serie. Cioè sulla retta L vi sono tre punti, ciascun de’quali 
giace in un piano P e nella corrispondente superficie S. Il che torna a dire, che la 
retta qualsivoglia L incontra il luogo richiesto in tre punti, epperd questo luogo è 
una superficie del terz’ordine. È evidente che essa passa per la curva C e per la 
retta R, perchè ogni punto di queste due linee sodisfà alla condizione di trovarsi 
simultaneamente in due superficie omologhe P, S. 

Reciprocamente : se una superficie di second’ ordine ed una del terzo hanno in 
comune una conica piana, esse si segano inoltre lungo una curva gobba del quart’or- 
dine, per la quale passano infinite altre superficie di secondo grado. Ciascuna di esse 








(*) CHasLes: Comptes rendus de l’ Acad. de Paris, tom. XLI (29 octobre 1855). 
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sega la superficie del terz’ordine in una conica, ed i piani di tutte le coniche ana- 
loghe passano per una stessa retta situata per intero sulla superficie del terz’ordine. 


Ç 2. 


Immaginiamo ora un iperboloide I ed una superficie di terz'ordine, aventi in co- 
mune due rette A, A’ non situate in un medesimo piano. La rimanente intersezione 
delle due superficie sara una eurva gobba K del quart’ordine. Ogni generatrice del- 
l’iperboloide, del sistema a cui appartengono A, A’, incontra la superficie di terz’or- 
dine in tre punti, i quali, essendo comuni alle due superficie, senza essere situati 
sulle rette A, A’, appartengono alla curva K. Invece, ogni generatrice dell’iperbo- 
loide I, nell’altro sistema, incontra le rette A, A’, epperò sega la superficie di terz’or- 
dine in un solo punto fuori di: queste rette. Cioè ogni generatrice del secondo si- 
stema sega la curva K in un solo punto. 

Ciascuna delle rette A, A' incontra la curva K in tre punti. Infatti: se si con- 
duce un piano, per es. per A, esso segherà |’ iperboloide lungo A ed una retta B 
generatrice del secondo sistema; e lo stesso piano segherà la curva K in quattro punti 
de’quali uno solo appartiene a B. Dunque, gli altri tre giacciono nella retta A. 

Se una superficie del terz’ordine passa per due generatrici, d’ uno stesso si- 
stema, di un iperboloide, la rimanente intersezione delle due superficie è una curva 
gobba di quart’ordine, la quale sega in tre punti ciascuna generatrice di quel si- 
stema ed in un solo punto ogni generatrice dell’altro sistema. 

Da ciò che la curva K ha i suoi punti allineati a tre a tre sulle generatrici 
dell’iperboloide I, segue che per essa non passa aleun’altra superficie di secondo grado. 
Infatti, se per K passasse, oltre I, un’altra superficie S di secondo grado, ogni ge- 
neratrice di I (del primo sistema) avrebbe tre punti comuni con S, epperò giace- 
rebbe per intero su questa superficie; il che è impossibile. 

Così è dimostrata l’esistenza di una curva gobba di quart’ordine, che non è l’inter- 
sezione di due superficie di secondo grado. Noi la denomineremo curva gobba di 
quartordine e seconda specie, per distinguerla dalla curva gobba di quart’ordine e 
prima specie, cioè dalla curva perla quale passano infinite superficie di secondo grado. 

Lo studio della nuova curva è assai importante, principalmente perchè essa è , 
dopo la cubica gobba, la più semplice fra tutte le linee geometriche a doppia eur- 
vatura. La ragione della sua maggior semplicità, in confronto dell’altra curva dello 
stesso ordine, sta in ciò , che questa “sega in due punti tutte le generatrici degli 
iperboloidi passanti per essa, e non è da alcuna retta incontrata in tre punti; mentre 
la curva di seconda specie ha i suoi punti distribuiti a tre a tre sulle generatrici 
del primo sistema, e ad uno ad uno sulle generatrici dell’ altro sistema dell’ unico 
iperboloide passante per la curva. Onde segue che la curva di seconda specie si può 
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costruire linearmente per punti; infatti, facendo girare un piano intorno ad una generatri- 
ce fissa del primo sistema, i punti della curva si ottengono, uno per volta. Il che evi- 
dentemente non può aver luogo per la curva di prima specie, almeno finchè questa 
non sia dotata di un punto doppio o di un cuspide (*). 

Questa proprietà della curva di seconda specie può essere formulata in altro modo, 
che conduce a rimarchevoli conseguenze. Sia A una generatrice fissa ( del primo si- 
stema) dell’iperboloide I, su cui giace la curva, e siano a, a, , a, i punti, in cui 
quella generatrice sega la curva. Un piano qualunque, condotto per la retta A, incon- 
tra la curva gobba in un unico punto m, oltre i detti a, a,, a,. E reciprocamente, 
ogni punto m della curva determina un piano per A. Se m viene a coincidere con 
uno de’ punti @, @,, @,, per es. con a, il piano corrispondente sarà quello che 
tocca l’iperboloide I in a. Si assuma ora una retta arbitraria L ed in essa si formi 
una serie di punti proiettiva al fascio di piani condotti per A; come tale può as- 
sumersi, a cagion d'esempio, la serie de’punti in cui L sega i piani suddetti. Sia 
» il punto di L che corrisponde al piano Am; diremo che il punto & della retta L 
corrisponde al punto m della curva gobba. 

Per tal modo, ad ogni punto della curva gobba corrisponde un punto nella retta 
L, e reciprocamente, ad ogni punto di L corrisponde un punto della curva. Cioé , 
ciascun punto della curva è rappresentato da un punto della retta; onde possiamo 
dire che la serie de’punti di L è projettiva alla serie de’punti sulla curva gobba (**). 

Quindi, per rapporto anarmonico di quattro punti della curva intenderemo il 
rapporto anarmonico de’ quattro punti corrispondenti nella retta L; ed in particolare, 
diremo che quattro punti della curva gobba sono armonici, quando lo siano i quattro 
punti corrispondenti di L. 

Il rapporto anarmonico de’quattro piani condotti per quattro punti dati della curva. 
gobba di quart’ordine e seconda specie e per una stessa retta appoggiata alla curva in 
tre altri punti è costante, qualunque sia questa retta. 

Ossia : 

Se intorno a due rette appoggiate alla curva gobba di quart'ordine e seconda specie 
in tre punti, si fanno rotare due piani che si seghino sempre sulla curva, questi piani 
generano due fasci omografici. 


(") La curva gobba di quart’ordine e seconda specie non può avere punti multipli, nè regressi. Perché, se 
potesse averne uno, un piano condotto per tale punto e per una retta appoggiata alla curva in altri tre punti 
avrebbe in comune con questa più di quattro punti; il che, per una curva del guarto ordine, è assurdo. 

("*) Questo modo di rappresentare i punti di una curva gobba sopra una retta può essere applicato alle 
curve gobbe d'ordine qualsivoglia n, descritte sull'iperboloide, che seghino in n — 1 punti le generatrici di un 


sistema ed in un solo punto quelle dell'altro. 
E.) 
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§ 3. 


Applicando alle cose suesposte il noto principio di dualità geometrica , si con- 
clude, esservi due distinte superficie sviluppabili di quarta classe, cioè la sviluppa- 
bile formata dai piani tangenti comuni a due superficie di secondo grado, e la svi- 
luppabile toccata dai piani tangenti comuni ad un iperboloide e ad una superficie di 
terza classe contenente due generatrici dell’iperboloide, non situate in uno stesso piano. 

La prima di esse, che può chiamarsi sviluppabile di quarta classe e di prima specie, 
è circoscritta ad infinite superficie di secondo grado, ed ogni generatrice rettilinea di 
queste superficie è l'intersezione di due piani tangenti della sviluppabile. Non vy’ ha 
aleuna retta, per la quale passino tre piani tangenti. 

Invece l’altra, che diremo sviluppabile di quarta classe e seconda specie, è circo- 
scritta ad una sola superficie di secondo grado, che è un iperboloide. Tutte le ge- 
neratrici di questo iperboloide, di uno stesso sistema, sono intersezioni di tre piani 
tangenti della sviluppabile, mentre per ogni generatrice dell’ altro sistema passa un 
solo piano tangente della sviluppabile. 

Così se, data una sviluppabile di quarta classe, troviamo esservi una retta per 
la quale passano tre piani tangenti di quella, possiamo immediatamente concludere, 
che vi sono infinite rette dotate della stessa proprietà; che queste formano un iper- 
boloide; che la sviluppabile è di seconda specie; e che i piani tangenti di questa de- 
terminano su due qualunque di quelle rette due divisioni omografiche. 

La sviluppabile di quarta classe e seconda specie si è presentata, la prima volta, 
al sig. Cayley, nella sua Note sur les hyperdéterminants (*), e poi fu considerata 
anche dal sig. Salmon (**). 


¢ 4. 


Data una qualsivoglia superficie del terz’ordine, fra le ventisette rette che in essa 
generalmente esistono (***), se ne scelgano quattro, A,B,C, D, formanti un qua- 
drilatero storto, tali cioè, che ciascuna d’esse sia incontrata dalla susseguente e l’ul- 
tima dalla prima. Il piano delle due rette AB segherà la superficie in una terza retta 
E; così i piani BC, CD, DA taglieranno la superficie medesima in altrettante rette 
F, G, H. Le rette EG sono in un piano, le FH in un secondo piano; e questi due 
piani si intersecano in una retta A' posta nella superficie. È evidente che la data 
superficie può essere considerata, come il luogo delle intersezioni degli elementi cor- 
rispondenti di due fasci proiettivi : l’uno di iperboloidi Hunt pel sn ABCD, 











) Journal fir die reine und ang. Mathematik, Bd. XXXIV, pag. 151. 
') Cambridge and Dublin Math. Journal, vol. III, pag. 171. 


% 
C 
("") Cambridge and Dub, Math, Journal, vol. IV, pag. 118 e 252. 
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l’altro di piani condotti per la retta A’ e corrispondenti anarmonicamente agli iperbo— 
loidi suddetti. Cioè la superficie del terz’ordine si può risguardare come data mediante 
quelle cinque rette A, B, C, D, A’, e tre punti p, g, r, i quali serviranno a individuare 
tre coppie di elementi omologhi nei due fasci. E questi fasci, adottando la felice no- 
tazione del sig. Jonquières (*), si potranno indicare così : 


! 
(ABCD)(p, qr...), Dion.) 
Ora immaginiamo l’iperboloide I passante per le due rette A, A'e pei tre punti 
pP» qor. Esso sarà generabile mediante i due fasci omografici di piani : 


AID, GI 0), ATU TRE) 

Le due superficie, quella di terz’ordine e l’iperboloide, avendo in comune le due 
rette A, A’ (nonsituate in uno stesso piano), s’intersecheranno lungo una linea a 
doppia curvatura K, che è la curva gobba di quart’ordine e seconda specie , nella 
sua più generale definizione. 

La curva K è dunque il luogo delle intersezioni degli elementi omologhi de’tre 
fasci proiettivi : 

bc Pema tan A TT re.) AD, gr 8 

La retta C incontri Tiperboloide I ne’punti c, c'; le rette B, D, essendo appog- 
giate alla generatrice A, incontreranno la stessa superficie in due punti db, d: uno 
per ciascuna. Quindi, se si suppone dato l’iperboloide I, la curva K può risguardarsi 
come individuata da sette punti di esso : b, c, c', d, p, g,r. Ed è manifesto che, 
quando non sia dato a priori il sistema delle rette iperboloidiche che la curva dee 
segare tre volte, per sette punti qualisivogliano di un iperboloide, si possono in ge- 
nerale descrivere, su di esso, due curve gobbe di quart’ordine e seconda specie. 

Osservo ancora che una curva siffatta, essendo del quart’ordine, incontra una su- 
perficie di terz’ordine, al più in dodici punti; dunque, se tredici punti della nostra 
curva appartengono ad una superficie del terz’ordine , la curva giace per intero su 
questa superficie. 

Ciò premesso, ecco come può essere generata la curva di quart’ordine e seconda 
specie, giacente sopra un dato iperboloide I e passante per sette punti dati di esso: 
b, c,c,d,p,q,r. Fra le rette (generatrici) iperboloidiche che la curva dee segar tre 
volte, scelgansene ad arbitrio due: A, A’. Sia G la retta che unisce c, c (due qua- 
lunque de’punti dati); e siano B,D le rette appoggiate su A e C e passanti rispet- 
tivamente per, b, d (altri due de’punti dati). Il quadrilatero storto ABCD e la retta 
A’ si assumano come basi di due fasci proiettivi d’iperboloidi e di piani, determi- 
nando tre coppie di superficie corrispondenti, mediante i punti p, q, r. Questi due 





(*) Essai sur la génération des courbes géométriques etc. Paris 1858, 
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fasci genereranno una superficie di terz’ ordine che passerà per la curva richiesta , 
giacchè contiene tredici de’ suoi punti: i sette dati ed i sei appartenenti alle rette 
A, A’. La curva richiesta sarà dunque l’intersezione di questa superficie del terz’or- 
dine coll’iperboloide, astrazion fatta dalle rette A, A' comuni alle due superficie; ossia, 
essa sarà il luogo de’punti in cui si segano, a tre a tre, le superficie corrispondenti 
ne’tre fasci proiettivi, 


(ABED) (PIGRI ARA TE PG 
6 5. 


Ma nella definizione e nella generazione della curva K di quart’ordine e seconda 
specie, ad una superficie generale di terz'ordine se ne può sostituire un’altra assai 
più semplice, benchè dello stesso ordine. Ed in vero, assumiamo la retta A ( cioè 
una qualunque delle rette iperboloidiche , che la curva dee segare tre volte) e la 
retta C (cioè la retta che unisce due de’sette punti dati), come assi di due fasci 
proiettivi di piani, il primo doppio involutorio, il secondo semplice. Cioè , il primo 
fascio sia formato di coppie di piani in involuzione ; ed i piani del secondo fascio 
eorrispondano, ad uno ad uno, anarmonicamente alle coppie di piani del primo. Le 
cinque paia d’elementi omologhi (ciascun paio essendo costituito da un piano del se- 
condo fascio e da uno de’due corrispondenti piani del primo), necessarie per stabilire 
tale proiettività o corrispondenza anarmonica, si conducano per gli altri cinque punti 
dati della curva. Le rette intersezioni de’piani corrispondenti ne’due fasci formano 
una superficie gobba del terzo grado, per la quale la retta A è la direttrice doppia 
e C è la seconda direttrice (*). 

Questa superficie passa pei sette punti dati della curva richiesta ed inoltre pei 
tre punti, in cui questa incontra la retta A : dieci punti in tutto. Ma ciascuno degli 
ultimi tre punti è doppio sulla superficie di terzo grado, epperò dee contare per due 
intersezioni colla curva. I dieci punti equivalgono così a tredici intersezioni: dunque, 
la curva giace per intero sulla superficie anzidetta. Dunque : 

La curva gobba di quart’ordine e seconda specie si può sempre considerare come 
l’intersezione d’un iperboloide con una superficie gobba di terzo grado, che abbia per 
direttrice doppia una retta appoggiata alla curva in due punti (**): 

Ossia : 

Per la curva gobba di quart’ordine e seconda specie, per una retta che la incontri 





(*) Vedi la mia memoria Sulle superficie gobbe del terz'ordine (Atti del R. Istituto Lombardo, Milano 
1861). 

(**) Analogamente, la sviluppabile di quarta classe e seconda specie può risguardarsi come l'inviluppo de’ 
piani tangenti comuni ad un iperboloide e ad nna superficie gobba di terzo grado, che abbia per direttrice non 
doppia una generatrice dell’iperboloide, per la quale debbano passare tre piani tangenti della sviluppabile. 
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tre volte, e per un’altra retta appoggiata alla curva in due punti, si può far passare 
una superficie gobba di terzo grado. 

Se le due rette s'incontrano, la qual cosa non può avvenire che sulla curva 
(senza di che, esse determinerebbero un piano segante la curva in cinque punti), la 
superficie di terz’ordine diviene un cono ($ 17). 

Ed ancora : 

Il luogo delle intersezioni de’piani omologhi in tre fasci projettivi di piani, il 
primo semplice, il secondo doppio involutorio, il terzo omografico al secondo, è una 
curva gobba di quart’ ordine e seconda specie , che si appoggia in due punti sul- 
l’asse del primo fascio ed in tre punti sull’asse di ciascuno degli altri due fasci. 

Infatti, il secondo ed il terzo fascio generano un iperboloide, mentre il primo ed 
il secondo (ovvero il primo ed il terzo) generano una superficie gobba di terzo grado, 
avente per retta doppia una generatrice dell’iperboloide. 

Reciprocamente : ogni curva gobba di quart’ordine e seconda specie ammette tale 
modo di generazione. 


§ 6. 


Suppongo ora che l’iperboloide I non sia dato a priori, e si domandi la curva 
gobba di quart’ordine e seconda specie che passi per sette punti a, b, c, d, e; f, 4 
dati nello spazio e seghi tre volte una data retta A passante per g. Se si comincerà 
dal costruire l’iperboloide, che passa per la retta A e pe’sei punti a, b... f, il pro- 
blema sarà ridotto a quello trattato precedentemente. Vediamo adunque, come si co- 
struisca l’iperboloide I determinato da tali condizioni. 

Pei cinque punti a, d.. e si può far passare una cubica gobba, che incontri 
due volte la retta A (*). A tal uopo, si costituiscano i due fasci omografici di piani 


Acree.) Gen Ga, 
i quali generano un iperboloide passante per le rette A, ab e pei punti c, d, e; que- 
sta superficie, avendo sette punti comuni colla cubica richiesta, passa per essa. 
Forminsi poi i due fasci omografici di piani : 


A{bad. est. TN EG CPR À 


i quali danno luogo ad un secondo iperboloide che, analogamente al primo, passa per 
la cubica gobba di cui si tratta. Questa curva è dunque l’intersezione de’due iper- 
boloidi che hanno in comune la retta A, ossia essa è il luogo de’ punti comuni a 
tre piani corrispondenti ne’tre fasci omografici : 

Ata, bo, c,die..:)3 abla, bic, d,e'. #.),. alla by c,d, el 


——@@—@""iett ee r—_————___—m———________P_—___—_r__—_—_—_—_——_——_——=———--—————_————-—_nmrorm__ 
(*) CHASLES: Comptes rendus de l'Acad. des sciences, tom. XLV (10 aout 1857), 
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Qui si noli che ab(a) esprime il piano passante per ab e toccante la cubica gobba 
in A: piano, che si determina come corrispondente ad Aa). Così dicasi di ab(b), 
ac(a), ecc. 

Notiamo pure, di passaggio, che i due punti (reali o immaginari), in cui la cu- 
bica gobba incontra la retta A, si costruiscono assai facilmente, essendo essi i punti 
doppi delle due divisioni omografiche formate sopra A dai due fasci, i cui assi sono 
ab ed ac. . 

Ora si consideri il punto fdato nello spazio, e si domandi la retta B, che parte 
da questo punto e va ad incontrar due volte la cubica gobba : retta che esiste sem- 
pre ed è unica, essendo essa la generatrice comune agli infiniti iperboloidi, che pas- 
sano pel punto f e per la cubica. Se tale retta si suppone trovata, il fascio 
B(a, b, c, d, e) riesce omografico al fascio A(a, b, c, d, e). S'immagini dunque il cono 
di secondo grado passante per le quattro rette f(a, d, c, d) e capace del rapporto anar- 
monico Ala, d, c,d); ed analogamente , s'immagini il cono avente per generatrici le 
quattro rette f(a, b,c, e) e capace del rapporto’ anarmonico A(a, b, c, e). È evidente 
che la retta richiesta B dee trovarsi sopra entrambi questi coni, essa sarà dunque la 
loro quarta generatrice comune, dopo le tre f(a, b, c). Questa retta si determina li- 
nearmente, senza presupporre effettuata la costruzione de’due coni. 

Trovata così la retta B, se si assumono i fasci proiettivi : 

È ANGLE), PRINCE) 
essi generano l’iperboloide I, che dee contenere la retta A ed i sei punti a, b, ... f. 

Allora, la richiesta curva K di quart’ordine e seconda specie si conseguirà, intro- 
ducendo un terzo fascio, per es. coll’asse ef, il quale , insieme col fascio di piani 
per A, generi una superficie gobba di terzo grado. Ben inteso che la proiettività fra 
questi due fasci non sia la semplice omografia, ma bensì tale che i piani del secondo 
fascio vengano accoppiati in involuzione, ed a ciascuna ‘coppia corrisponda un solo 
piano del primo fascio. 

La retta tangente in un punto qualunque m della curva K si ottiene costruendo 
il piano tangente, in m, all’iperboloide I ed il piano tangente, nel punto stesso, alla 
superficie gobba di terzo grado dianzi nominata (*). 

Trovata la tangente in m, si assuma come direttrice non doppia di una superficie 
gobba di terzo grado passante per la curva K, e la cui direttrice doppia sia per es. 
la retta A. Tale superficie sarà generata da due fasci proiettivi di piani, l'uno sem- 
plice intorno alla tangente, l’altro doppio involutorio intorno ad A. È evidente che 
quel piano del primo fascio, che corrisponde al piano Am del secondo, è osculatore 
alla curva gobba in m. 





(") La costruzione del piano tangente in un punto dato d’una superficie gobba di terzo grado si trova nella 
mia memoria già citata Sulle superficie gobbe del terz' ordine. 
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67. 


Siano date sulla curva gobba K (di quart’ordine e seconda specie) e sopra una 
retta qualsivoglia R, due semplici serie proiettive di punti, tali cioè, che a ciascun 
punto dell'una corrisponda un punto nell’altra e reciprocamente. Cotali serie si pos- 
sono ottenere così. Si assuma una retta À , appoggiata in tre punti alla curva K, 
come asse di un fascio di piani P, omografico ad una serie di punti data sulla retta 
R. Ogni piano P sega la curva gobba in un solo punto m, fuori dell’asse A; questo 
punto m della curva sarà il corrispondente di quel punto x di R, che è omologo al 
piano P. 

Di qual grado è la superficie gobba, luogo della retta mp, cioè della retta che 
unisce due punti corrispondenti nelle due date serie proiettive ? Ossia, quante rette 
analoghe ad mu sono incontrate da una retta arbitraria L ? 

Un punto qualunque y, preso nella retta R, ha il suo corrispondente m sulla 
curva gobba; e se per m e per la retta L si conduce un piano, questo sega R in 
un punto px. Se invece si assume ad arbitrio il punto » in R, il piano condotto 
per esso e per L sega K in quattro punti m, ai quali corrispondono altrettanti punti 
w in R. Dunque, variando nella retta R simultaneamente 4 em, ad ogni punto w 
corrisponde un solo x, ma ad ogni p! corrispondono quattro punti yu. Ossia, u ge- 
nera un’involuzione di quart’ordine (*), mentre p' genera una semplice serie proiet- 
tiva all’involuzione medesima. Vi saranno dunque cinque punti p', ciascuno de’quali 
coincide con uno de’corrispondeati x. Ma quando ha luogo tale coincidenza, la retta 
mp è una generatrice della superficie di cui si tratta; dunque, Ja superficie richiesta 
è del quinto ordine. 

Queste conclusioni stanno, comunque sia situata la retta R, rispetto alla curva 
gobba K. Se queste linee non hanno alcun punto comune, ogni piano condotto per 
R sega K in quattro punti; e la sezione fatta da quel piano nella superficie di quint’or- 
dine consta della retta (direttrice) R e delle quattro rette (generatrici) che uniscono 
quei quattro punti di K ai loro corrispondenti in R. Dunque, in tal caso, R è una 
retta semplice (non multipla) per la superficie di quint’ordine. 


E nn lle SA I a at, 


(*) Se in un piano si ha un fascio di curve d'ordine n, passanti per gli stessi rn? punti, esse segano una 
retta arbitraria L in una serie di punti aggruppati ad n ad n° ogni gruppo essendo formato dalle intersezioni 
di L con una stessa curva del fascio, Tale serie di gruppi di punti denominasi involuzione d'ordine n. 

Un secondo fascio di curve d'ordine n! determina su L un’altra involuzione d'ordine n'. Se i due fasci sono 
projettivi, tali sono pure le due involuzioni, cioè i gruppi dell'una corrispondono anarmonicamente ai gruppi 
dell'altra. Vi sono n+n! punti di L, in ciascun de'quali sono riuniti due punti appartenenti a due gruppi corri- 
spondenti, Tali n-+-n! punti sono quelli in cui la retta L sega la curva d'ordine n+n!, luogo delle intersezioni 


delle curve omologhe ne' due fasci projettivi dati (JONQUIÈRES: Annali di Matematica, Roma 1859) 
Nella ricerca superiore si ha n=4, n'/=1, 


Tom. IV. N° 2. 1861. 11 


. 
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Se R ha un punto a comune con K, ogni piano condotto per R sega la curva 
in altri tre punti, i quali, uniti ai loro corrispondenti in R, danno altrettante ge- 
neratrici della superficie di quint’ordine. La quarta generatrice è la retta che unisce 
il punto a della curva K al corrispondente « di R, epperò coincide colla stessa R. 
In questo caso, adunque, la retta R è doppia sulla superficie di quint’ordine. Ossia, 
in ogni punto a di R, questa superficie ha due piani tangenti: l’uno è il piano de- 
terminato da R e dalla generatrice mu; 1’ altro, costante qualunque sia p, è il 
piano passante per R e per la retta tangente in a alla curva gobba K. 

Ma se il punto « coincide con a, cioè se nelle due serie proiettive date il punto 
a corrisponde a sè medesimo, allora è evidente che ogni retta condotta per a, nel 
piano che ivi tocca K e passa per R, sodisfà alla condizione di unire un punto di 
K col corrispondente di R ; quindi la superficie di quint’ ordine si decomporrà nel 
piano anzidetto ed in una superficie del quart'ordine , per la quale R è una retta 
semplice. Ogni piano condotto per R sega la superficie secondo tre generatrici: i tre 
punti in cui queste si segano a due a due, sono punti doppi della superficie di quart’or- 
dine. Dunque, questa ha, per curva doppia, una cubica gobba incontrata due volte 
da ciascuna generatrice. 

Suppongasi ora R appoggiata in due punti a, a' alla curva K e siano 2, @ i cor- 
rispondenti punti di R. La retta R è tripla per la superficie di quint’ordine, tenendo 
essa luogo di direttrice e di due generatrici az, a'a. 

Se a coincide con a, la superficie riducesi al quart’ordine colla retta doppia R 
ed un’altra retta doppia. Se anche « coincide con @ , si ottiene una superficie di 
terzo grado, avente R per direttrice semplice, ed inoltre un’altra direttrice rettilinea 
che è doppia. 

Da ultimo, supponiamo R passante per tre punti a, a', a" della curva K; ed a 
questi punti della curva gobba corrispondano nella retta R i punti a, e, a". Se eia- 
scuno di questi tre punti è distinto dal suo corrispondente, R tien luogo di diret- 
trice e di tre generatrici az, a'a', aa’, epperd essa è una retta quadrupla per la su- 
perficie di quint’ordine. 

Se « coincide con a, avremo una superficie di quart’ordine colla retta tripla R. 

Se inoltre « coincide con a’, la superficie è del terz’ordine colla retta doppia R. 
In questo caso, la superficie non ha altra direttrice rettilinea, distinta da R. In ogni 
punto » di R, la superficie è toccata da due piani; l’uno variabile, è determinato da 
R e dalla generatrice pm ; l’altro costante, è il piano che passa per R e tocca in 
a" la curva gobba K (*). 








(*) In generale, una superficie gobba del terzo grado può risguardarsi, come il luogo delle rette che uni- 
scono i punti omologhi di due semplici serie projettive, l'una di punti d'una retta R, l'altra di punti d’ una 
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Se anche «' coincide con a", abbiamo una superficie del second’ordine, cioè l'i- 
perboloide I passante per la curva K. 

È ovvio che, eccettuato il caso nel quale R è una retta quadrupla, la superficie 
di quint’ordine ha, oltre R, una linea doppia, la quale è del sesto o del terz’ordine 
o una retta, secondo che R sia semplice, doppia o tripla sulla superficie. Tale linea 
doppia è il luogo de’ punti , in cui s’ incontrano a due a due le generatrici che si 
ottengono segando la superficie con un piano mobile intorno ad R. 

Per tal guisa, un solo e semplice problema, ci ha condotti a varie superficie gobbe 
di quinto, quarto e terz’ordine , passanti per la curva gobba di quart’ ordine e se- 
conda specie. 


§ 8. 


Data la curva gobba K e date due rette R, R', quale è il grado della superficie 
gobba, luogo di una retta che si muova appoggiandosi alle tre direttrici K, R, R? 
Assunta una retta arbitraria L, cerchiamo quante generatrici della richiesta superficie 
siano incontrate da L, ossia quante rette vi abbiano che incontrino le quattro linee 
K, R, R, L. Le rette appoggiate alle tre linee R, R', L formano un iperboloide, il 
quale, se le date rette R, R' non hanno punti comuni colla curva gobba K, è da 
questa incontrato in otto punti. Dunque, la richiesta superficie è dell’ ottavo grado. 
Per essa, la curva K è semplice, perchè da ogni punto di questa curva parte una 
sola retta che incontri R ed R'. Ma queste due direttrici rettilinee sono quadruple 
sulla superficie dell’ottavo grado, perchè il piano condotto, a cagion d’esempio, per 
un punto di R e per la retta R' sega la curva gobba in quattro punti. 

Ogni punto comune alla curva K e ad una delle direttrici rettilinee diminuisce 
di un'unità il grado della superficie. Per es., se entrambe le rette R, R' incontrano 
K in due punti, la superficie è del quarto grado e per essa le rette date sono doppie. 

Invece, se R incontra K in tre punti, mentre R' non abbia con questa curva 
che due punti comuni, la superficie è, come si è già trovato altrimenti ($ 5.), del 
terz’ordine. R é la retta doppia, ed R' è la seconda direttrice. 

Se R ed R' sono entrambe appoggiate a K in tre punti, si ottiene una super- 
ficie di secondo grado, cioè quell’unico iperboloide che passa per la data curva gobba 
di quart’ordine e seconda specie. 





conica C, Se R e C non hanno alcun punto comune, la superficie ha un'altra direttrice (doppia), che è una 
retta appoggiata in un punto alla conica G ( vedi la mia memoria Sur quelques propriétés ete, nel tome 
LVIII del giornale matematico di Berlino). Ma se R e C hanno un punto comune, le due direttrici rettilinee 
coincidono in R, che è in tal caso la retta doppia. Veggasi, a questo proposito, la nota Sur les surfaces gau- 
ches du troisième ordre, che uscirà fra breve nello stesso giornale succitato, 

# 
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§ 9. 


Cerchiamo di quale grado sia la superficie generata dal movimento di una retta, 
che debba incontrar due volte la curva gobba K ed una volta una data retta R. 
Da ogni punto di questa retta partono tre rette, che vanno ad incontrar due volte 
la curva gobba (*), cioè tre generatrici della superficie di cui si tratta. Dunque, la 
retta R sarà tripla su questa superficie. Ogni piano menato per R incontra la curva 
gobba in quattro punti che uniti a due a due danno sei generatrici. La sezione fatta 
da quel piano, nella superficie, consta di queste sei generatrici e della retta tripla R; 
dunque, la superficie è del nono ordine. Per essa, la curva K è tripla , perchè il 
piano condotto per un punto qualunque m di K e per R incontra la curva in altri 
tre punti m,, m,, m3, onde da m partono tre generatrici m(m,, m,, m3) della 
superficie. Questa ha inoltre una curva doppia del terz’ ordine , che è il luogo dei 
punti in cui si segano le coppie di lati opposti del quadrangolo completo mm,m,m3. 

Se la retta R incontra la curva K in un punto o, la superficie di nono ordine 
si risolve nel cono di terz’ordine che ha il vertice in o e passa per K ($ 17.), ed 
in una superficie di sesto grado, per la quale la curva K è doppia e la retta R è 
tripla. 

Se R incontra K in due punti 0, 0’, la superficie di nono ordine si decompone 
ne’ due coni prospettivi alla curva gobba, i cui vertici sono 0, o', ed in una super- 
ficie di terzo grado per la quale R & la retta doppia. 

Finalmente, se R & appoggiata alla curva K in tre punti, la superficie di nono 
ordine consta de’tre coni aventi i vertici in quei punti e passanti per la curva gobba, 

Nel caso che la retta R sia appoggiata in due punti o, o' alla curva K, il ri- 
sultato può enunciarsi così : 

Se intorno ad una retta appoggiata alla curva gobba di quart’ordine e seconda spe- 
cie in due punti, si fa girare un piano che seghi la curva in altri due punti, la retta 
che unisce questi due punti ha per luogo una superficie di terzo grado, la cui diret- 
trice doppia è la retta data. 

Le due generatrici dell’iperboloide I, passanti per 0, o' ed appoggiate alla curva 
K in due altri punti, formano insieme con questa curva, la completa intersezione 
dell’iperboloide colla superficie gobba di terzo grado, di cui si tratta. 

Osserviamo che le coppie di punti, in cui la curva K è incontrata dalle singole 
generatrici di questa superficie di terzo grado, ossia dai piani condotti per la data 
retta R, sono in involuzione; vogliam dire, i piani determinati da quelle coppie di 
punti e da una retta fissa appoggiata alla curva K in tre punti, sono in involuzione. 





(") Questa asserzione sarà dimostrata in seguito al § 16. 
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Reciprocamente : se sulla curva K sono date più coppie di punti in involuzione, 
le rette congiungenti i punti coniugati sono incontrate tutte da una medesima retta, 
appoggiata alla curva gobba in due punti, epperò formano una superficie di terzo 
grado. Siccome l’involuzione è determinata da due coppie di punti coniugati m, m 
ed n, n’, così basterà dimostrare che le rette mm’, nn’ sono incontrate da una me- 
desima retta appoggiata alla curva gobba in due punti. Se intorno alla retta mm! si 
fa girare un piano che seghi di nuovo la curva K in due punti, questi generano 
un’ involuzione. Così pure, facendo girare intorno ad nn un piano, sì otterrà una 
seconda involuzione. Le due involuzioni hanno, com’é noto, una coppia comune di 
punti coniugati (reali o immaginari), epperò la retta (reale) che li unisce è appog- 
giata ad entrambe le mm’, nn’; ec. d. d. 


§ 10. 


Sia dato Il’ iperboloide I e su di esso la curva gobba K di quart’ ordine e se- 
conda specie. Una retta A (generatrice dell’iperboloide) appoggiata in tre punti a que- 
sta curva, si assuma come direttrice doppia di una superficie gobba di terzo grado, 
del resto arbitraria. Essa segherà l’iperboloide, lungo un’altra curva gobba di quart’or- 
dine e seconda specie, ed incontrerà la curva data in dodici punti; ma tre di essi 
sono nella retta doppia A, i quali contano come sei intersezioni; dunque : 

Quando due curve gobbe di quart’ordine e seconda specie, tracciate sullo stesso 
iperboloide, incontrano, ciascuna în tre punti, una stessa generatrice di esso, le due 
curve si segano in sei punti. 

Ossia : 

Due superficie gobbe di terzo grado aventi la stessa retta doppia ed un iperboloide 
passante per questa retta hanno, all’infuori di essa, sei punti comuni. 

Se invece della retta A, prendiamo, come retta doppia della superficie di terzo 
grado, una generatrice dell’iperboloide appoggiata alla curva K in un solo punto, 
avremo evidentemente : 

Quando due curve gobbe di quart’ordine e seconda specie, tracciate sullo stesso 
iperboloide, incontrano, l’una in tre punti e l’altra in un solo punto, una medesima 
generatrice di quella, le due curve si segano in dieci punti. 

Per la generatrice A dell’iperboloide I, appoggiata alla curva K in tre punti , 
s'immagini condotto un altro iperboloide; questo segherà il primo lungo una cubica 
gobba, ed incontrerà la curva data in otto punti, tre de’quali sono nella retta A; 
dunque : 

Quando una cubica gobba, ed una curva gobba di quart’ordine e seconda specie , 
tracciate sopra uno stesso iperboloide, incontrano, ciascuna in un punto solo, una me- 
desima generatrice di quello, le due curve si segano in cinque punti. 
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Ossia : È 

Due iperboloidi aventi una generatrice comune, ed una superficie gobba di terzo 
grado, per la quale quella generatrice sia la retta doppia, hanno, all’infuori di essa , 
cinque punti comunt. 

Invece, se il secondo iperboleide si fa passare per una generatrice del primo , 
appoggiata alla curva K in un punto solo, si avrà : 

Quando una cubica gobba ed una curva gobba di quart’ordine e seconda specie, 
tracciate sullo stesso iperboloide, incontrano, l’una in due punti e l’altra in un solo, 
una medesima generatrice di quello, le due curve hanno sette punti comuni. 


§ 11. 


Le generatrici dell’iperboloide I, del primo sistema, segano la curva K in tre 
punti. Si può domandare, se vi sia aleuna di quelle generatrici , per la quale due 
di quei tre punti siano riuniti in un solo; cioè, se vi sia aleuna generatrice dell’i- 
perboloide I, tangente alla curva gobba. A tal uopo , osserviamo che i punti della 
curva, essendo distribuiti a tre a tre in linea retta, formano un’involuzione del terz’or- 
dine. Una tale involuzione ha quattro punti doppi, cioè, vi sono quattro gruppi 0 
terne in ciascuna delle quali due punti sono riuniti (*); dunque : 

Vi sono quattro generatrici dell’ iperboloide I passante per la curva gobba di 
quart’ordine e seconda specie, che sono tangenti alla curva stessa. 

In seguito, designeremo con T una qualunque di queste quattro generatrici tan- 
genti; con £ il punto in cui essa è tangente alla curva gobba, e con £ il punto in 
cui è semplicemente segante. 

Ogni altra tangente della curva K, essendo anche tangente all’iperboloide I, non 
incontra questa superficie in altri punti, oltre quello di contatto; dunque, la super- 
ficie sviluppabile V osculatrice della curva K, cioè il luogo delle tangenti alla curva 
data, ha in comune coll’iperboloide esclusivamente la curva stessa e le quattro ge- 
neratrici T. La curva K è semplice per l’iperboloide, ed è cuspidale per la svilup- 
pabile; per la qual cosa dee contar due volte nell’intersezione delle due superficie. 
Questa intersezione equivale dunque complessivamente ad una linea del dodicesimo 
ordine; quindi : } 

La sviluppabile osculatrice della curva gobba di quart’ordine e seconda specie é 
del sesto ordine. 

Ossia : 

Una retta qualsivoglia incontra sei tangenti della curva gobba di quart’ ordine 
e seconda specie. 





(") Vedi la nota a pag. 84. In un fascio di curve d'ordine n, ve ne sono in generale 2 (n—1) che toc- 
cano una data retta L, Dunque, un'involuzione d'ordine n ha 2 (n—4) elementi doppi, 
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Od anche : 

Per una retta arbitraria si possono condurre sei piani tangenti alla curva gobba 
di quart’ordine e seconda specie. 

È evidente che in ciascuno de’quattro punti £ l’iperboloide e la sviluppabile V 
hanno un contatto di second’ ordine, onde ciascuno de’ quattro piani osculatori alla 
curva ne’ punti £ conterà per tre piani tangenti comuni alle due superficie. Ed è 
anche evidente che queste non possono avere altri piani tangenti comuni. Dunque , 
il numero de’piani tangenti comuni alle due superficie, ossia il prodotto de’ numeri 
esprimenti le loro rispettive classe è dodici; epperò : 

La sviluppabile osculatrice della curva gobba di quart’ordine e seconda specie 
è della sesta classe. 

Ossia : 

Per un punto preso arbitrariamente nello spazio passano sei piani osculatori 
della curva gobba di quart’ordine e seconda specie. 

La sviluppabile osculatrice ha inoltre l’importante proprietà d’essere circoscritta 
ad una superficie di second’ordine. Per dimostrarlo, convien premettere alcune ri- 
cerche, che formeranno l'oggetto del seguente paragrafo. 


§ 12. 
Lemma. Quattro punti in linea retta, a, b, c, d, danno luogo a tre rapporti anar- 
monici fondamentali : 


ac ad ad ab ab ac 
—:—-, (acdb) =—:—, (adbe) = — :— ; 
ch "db er pr 
gli altri tre rapporti anarmonici (abdc), (acbd), (adcb), che si possono formare con 
que’qualtro punti, sono i reciproci de’tre superiori. 
Quando due di quei tre rapporti anarmonici siano eguali, anche il terzo è eguale 


(abcd) = 


ai primi due. Ciò riesce evidente, osservando che, se si pone 


(abcd) = Nr, 
si ha 


(acdb) — =. “re ik 





v 


Ora suppongansi dati sopra una retta i tre punti a, b,c; ed assunto ad arbitrio 
(nella retta) un punto m, si determini un punto m’, per modo che il rapporto anar- 
monico (abcm) sia eguale a quest'altro (acm'b) 0, ciò che è lo stesso , a (cabm’). 
Variando insieme m, m, questi punti generano due divisioni omografiche, nelle quali 
ad a, b, c, m corrispondono ordinatamente c, a,b, m. Se dé uno de’due punti doppi 
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di queste divisioni omografiche, il sistema de’quattro punti a, b, c,d avrà i suoi tre 
rapporti anarmonici (fondamentali) eguali fra loro 

Se i tre punti dati sono tutti reali, i due punti doppi sono immaginari. Ma que- 
sti sono reali, quando due de’ tre punti dati siano immaginari coniugati. Inoltre è 
ovvio che, se due de punti dati coincidono in un solo, in questo coincidono anche 
i due punti doppi. 

In conseguenza delle cose esposte nel $ 2, quanto qui è detto per punti in linea 
retta, sussiste per punti della curva gobba K. 

Ciò premesso, domandiamo di qual classe sia la superficie, inviluppo di un piano 
segante la curva K in quattro punti (due de’quali immaginari), i cui tre rapporti 
anarmonici siano eguali (*). Quanti di tali piani passano per una retta qualunque; 
per es. per una retta appoggiata alla curva gobba in tre punti a, b,c? Secondo il 
lemma premesso, i tre punti a,b,c determinano due punti, ciascuno de’quali forma 
con a, bj c un sistema avente i rapporti anarmonici eguali. Dunque; la richiesta su- 
perficie è di seconda classe, epperò anche di second’ordine. E siccome, se due de’ 
quattro punti (in cui la curva K è segata da uno de’piani che si considerano) coin- 
cidono in un solo, ivi cade anche uno degli altri due, così i piani osculatori della 
curva gobba sodisfanno alla condizione richiesta pei piani, di cui abbiamo cercato 
l’inviluppo. Cioè : 

L’inviluppo di un piano segante la curva gobba di quart’ordine e seconda specie, 
in quattro punti aventi à tre rapporti anarmonici eguali, è una superficie di secondo 
grado, inscritta nella sviluppabile osculatrice della curva data. 

Quale è la classe della superficie, inviluppo di un piano che seghi la curva K 
in quattro punti armonici ? Cerchiamo quanti di tali piani passino per una retta qua- 
lunque, per es. per una retta À appoggiata in tre punti a, b, c alla curva gobba. 
Sia d il punto della curva K coniugato armonico di a, rispetto ai due b, c; simil- 
mente sia e il coniugato di d, rispetto ai due c, a, e sia fil coniugato di c, ri- 
spetto ai due a,b. Evidentemente i soli piani che passino per la retta A e seghino 
armonicamente la curva data sono A(d,e, f). Dunque , l’inviluppo richiesto è della 
terza classe. 

Quando fra quattro punti armonici, due coniugati coincidono, ivi coincide anche 
uno degli altri due; dunque, fra i piani che segano armonicamente la curva gobba, 
sono da contarsi anche i suoi piani osculatori; ossia : 

L’inviluppo di un piano, che seghi la curva gobba di quart’ordine e seconda spe- 
cie in quattro punti armonici, è una superficie di terza classe, inscritta nella svilup- 
pabile osculatrice della curva data. 


—— 





(") Ossia: i cui rapporti anarmonici siano le radici cubiche immaginarie dell’ unità. 
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Per tal modo, la svilappabile osculatrice della curva K ci si presenta, come in- 
viluppo de’piani tangenti comuni alla superficie di terza classe toccata dai piani che 
segano armonicamente la curva, ed alla superficie S di secondo grado inviluppata dai 
piani, ciaseun de’quali sega la curva in quattro punti aventi i tre rapporti anarmo- 
nici eguali. 

Per ogni generatrice rettilinea della superficie di secondo grado S, passano tre 
piani tangenti alla superficie di terza classe ; questi tre piani, essendo tangenti ad 
entrambe le superficie, sono ‘osculatori alla curva K. Reciprocamente, ogni retta, per 
la quale passino tre piani osculatori della curva K, dee giacere per intero sulla su- 
perficie S; dunque : 

La superficie di secondo grado , inviluppata dai piani che segano in quattro 
punti a rapporti anarmonici equali la curva gobba di quart’ordine e seconda spe- 
cie, è il luogo delle rette, per ciascuna delle quali passano tre piani osculatori 


della curva data. 


Ossia : 
Ogni piano segante la curva gobba di quart’ordine e seconda specie, in quattro 


punti a rapporti anarmonici eguali, contiene due rette , per ciascuna delle quali 
passano tre piani osculatori della curva. 


Od anche : 
Se per una retta, che sia l’intersezione di tre piani osculatori della curva gobba 


di quart’ordine e seconda specie, sì conduce un piano arbitrario , questo sega la 
curva in quattro punti, è tre rapporti anarmonici de’quali sono equali fra loro. 

Siano M, M le due generatrici rettilinee della superficie S, poste in un piano 
osculatore qualunque della curva K, e sia G la generatrice della sviluppabile V, posta 
nel piano medesimo. Siccome questo piano dee toccare in uno stesso punto le due 
superficie S e V, così il punto comune alle M, M' apparterrà a G. Questo punto 
appartiene anche alla curva di contatto fra le due superficie; e la tangente a questa 
curva in quel punto è, secondo il teorema di Dupin, coniugata a G, ossia è la 
coniugata armonica di G rispetto alle M, M'. 

La curva di contatto è, per la teorica di Poncelet, polare reciproca della svi- 
luppabile V, rispetto alla superficie di secondo grado S. Ne segue che la detta curva 
è del sesto ordine, che la sviluppabile formata dalle sue tangenti è pure del sesto 


ordine, ecc. 


§ 13. 


Immaginiamo segata la sviluppabile V osculatrice della curva gobba K da un piano 
qualsivoglia P. Questo sega le generatrici ed i piani tangenti della sviluppabile in 


punti e rette, che sono i punti e le tangenti della curva d’intersezione della svilup- 
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pabile medesima col piano. Quindi, questa curva sara del sesto ordine e della sesta 
classe, appunto come la sviluppabile, ed avrà quattro cuspidi ne’punti in cui il piano 
P incontra la curva cuspidale K. Se adunque, nella prima formola di Plücker , si 
pone m = m'= 6 ed s = 4, ne ricaviamo d = 6. Ciò significa che : 

Un piano arbitrario contiene sei punti, ciascun de’quali è l’intersezione di due 
rette tangenti alla curva gobba di quart’ordine e seconda specie. 

Ossia : 

I punti, in cui si segano a due a due le tangenti non consecutive della curva 
gobba di quart’ordine e seconda specie, formano sulla sviluppabile osculatrice una 
curva doppia o nodale D del sest’ordine. 

Per m=d= 6, s = 4, la terza formola di Plücker dà s'= 4, cioè la curva 
nel piano P ha quattro tangenti stazionarie. Una tangente stazionaria nella curva d’in- 
tersezione è la traccia, sul piano P, d’un piano tangente stazionario della sviluppa- 
bile, cioè d’un piano che ha colla curva K un contatto di terz’ordine ed oscula la 
sviluppabile V lungo tutta una generatrice (d’inflessione). Dunque: 

La sviluppabile osculatrice della curva gobba di quart’ordine e seconda specie 
ha quattro generatrici d’inflessione. 

Ossia : 

La curva gobba di quart’ordine e seconda specie ha quattro punti, ne’quali à 
piani osculatori rispettivi hanno colla curva un contatto di terz’ordine. 

Per m = m = 6, s'= 4, la seconda formola di Plücker dà d'= 6, cioè la curva 
d’intersezione nel piano P ha sei tangenti doppie. Una tangente doppia è : o la trac- 
cia di un piano che tocchi la sviluppabile lungo due generatrici diverse; ovvero la 
intersezione di due piani tangenti distinti. Ora la nostra sviluppabile non può am- 
mettere un piano tangente doppio : un tal piano osculerebbe la curva cuspidale K 
in due punti, il che equivale a segarla in sei punti : cosa impossibile per una curva 
del quart’ordine. Dunque : 

Un piano arbitrario contiene sei rette, ciascuna delle quali è l'intersezione di 
due piani osculatori della curva gobba di quart’ordine e seconda specie. 

Supponiamo ora che il piano segante P sia condotto ad arbitrio per una gene- 
ratrice G della sviluppabile osculatrice ; la sezione sarà composta di quella genera- 
trice e di una curva di quint'ordine e sesta classe. Questa curva avrà due cuspidi, 
perchè il piano P, essendo tangente alla curva K, la sega in due soli punti fuori 
della retta G. 

Quindi, facendo m = 5, m'=6, s=2, nelle formole di Plücker, avremo d=4, 
s= 5, d'=5. Qui abbiamo un flesso di più che nel caso generale: esso è il punto 
in cui la retta G tocca la curva di quint’ordine (ed anche la curva gobba K). 

I sei punti, in cui la curva doppia D è segata dal piano P, sono i quattro punti 
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doppi della curva piana di quinVordine, ed i due punti in cui questa è intersecata 
dalla sua tangente stazionaria G. Di qui deduciamo che : 

Ogni retta tangente della curva cuspidale K incontra due volte la curva dop- 
pra D. 

Ossia : 

Ogni tangente della curva gobba di quart’ordine e seconda specie incontra due 
altre tangenti della stessa curva. 

Due tangenti della curva K, che s’incontrino, determinano un piano che è dop- 
piamente tangente alla curva medesima. La sezione fatta da un tal piano, nella svi- 
luppabile Y, constera delle due tangenti suddette e di una curva del quart’ ordine 
e della sesta classe. Questa curva non pud avere cuspidi, perché un piano tangente 
alla curva K in due punti diversi, non può incontrare questa curva in alcun altro 
punto. Dalle formole di Plücker deduciamo poi, che la curva d’intersezione ha sei 
flessi, tre punti doppi e quattro tangenti doppie. 

Consideriamo ora la sezione fatta nella sviluppabile osculatrice da un piano P 
che osculi la curva K in un punto g e la seghi in un punto g', epperò tocchi la 
sviluppabile medesima lungo una retta G, tangente a K in g. Nella sezione, la ge- 
neratrice G conterà due volte; quindi, il piano P segherà la sviluppabile secondo una 
curva di quart’ordine, avente un cuspide in g’. Questa curva è della quinta classe, 
perchè per ogni punto d’un piano osculatore della curva K passano altri cinque 
piani osculatori, 

Facendo m = 4, m'= 5, s= 1, nelle formole di Plücker, ne deduciamo d=2, 
s= 4, d = 2. 

Dunque, il piano P sega la curva doppia D in due soli punti fuori della retta 
G; e siccome la curva D è del sest’ordine, così ne segue che quel piano tocca que- 
sta curva ne’due punti, in cui è incontrata dalla retta G; cioè : 

Ogni piano osculatore alla curva K tocca în due punti distinti la curva dop- 
pia D; 

Ossia : 

La sviluppabile osculatrice della curva K è doppiamente tangente alla curva D. 

Dall’esser poi d'= 2, segue che in ogni piano osculatore della curva K vi sono 
due rette, ciascuna delle quali è l’intersezione di due altri piani osculatori. Queste 
rette sono generatrici della superficie di second’ordine S, inscritta nella sviluppabile V 
(§ 12). 

§ 14. 


Finalmente, suppongasi che il piano segante P sia uno de’quattro piani stazio- 


nari. Siceome lungo la relativa generatrice G, il piano è osculatore alla superficie V, 
* 
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eosi la rimanente sezione è una curva del terz’ordine; e questa è della quarta classe, 
perchè un piano stazionario rappresenta due piani osculatori coincidenti. La curva 
medesima non può aver regressi, giacchè i quattro punti d’incontro della curva K 
col piano stazionario sono tutti riuniti in un solo. Vi saranno dunque tre flessi ed 
un punto doppio. 

È notissimo che i tre flessi d’una curva piana di terz’ordine e quarta classe sono 
in linea retta. Nel nostro caso, i tre flessi sono i punti in cui il piano stazionario, 
che si considera, sega le generatrici d’inflessione poste negli altri tre piani stazionari. 
Dunque, le generatrici d’inflessione sono incontrate tutte e quattro da quattro rette, 
rispettivamente situate nei quattro piani stazionari. Perciò : 

Le quattro tangenti della curva gobba di quart’ordine e seconda specie, situate 
ne’suoi piani osculatori stazionari, giacciono sopra uno stesso iperboloide. 

Nel caso che consideriamo, la curva d’intersezione del piano P non ha tangenti 
doppie. Tuttavia, questo piano, essendo tangente alla superficie S ($. 12), contiene 
due generatrici della medesima. Ma siccome, de’tre piani osculatori passanti per cia- 
scuna di esse, due coincidono nel piano stazionario, così esse non sono tangenti dop- 
pie, ma tangenti ordinarie della curva d’intersezione. 

Il punto g, ove la curva K ha un contatto del terz’ordine col piano stazionario 
P, è anche un punto della curva doppia D. Ed invero : nel punto g tre tangenti 
successive della curva K sono sovrapposte quindi, il punto g, come intersezione della 
prima colla terza tangente, appartiene alla curva doppia. 

La generatrice d’inflessione G, dopo aver toccata la curva del terz’ordine, sezione 
fatta dal piano P nella sviluppabile V, va a segarla in un altro punto h; è questo 
il secondo punto, ove la curva D è incontrata dalla generatrice medesima. 

Nel caso generale d’un piano osculatore qualsivoglia ($ 13), questo sega la curva 
D in due punti esterni alla generatrice posta in quel piano. Ma quando il piano oscu- 
latore è lo stazionario P, uno di que’due punti va a riunirsi con 9; cioè il piano 
stazionario oscula la curva doppia in g, la tocca semplicemente in h, e la sega inol- 


x 


4 


tre in un terzo punto, fuori della retta G. E quest’ultimo l’unico punto doppio, che 
abbiamo superiormente trovato nella curva di terz’ordine, sezione della sviluppabile V. 

Dunque : 

I punti in cui la curva K è toccata dai suoi quattro piani osculatori stazionari sono 
anche punti della curva D. In essi, à piani stazionari della curva K sono osculatori 
alla curva D. 

È poi facilissimo persuadersi che i quattro punti anzidetti sono anche quelli, ove 
i piani stazionari toccano la superficie di secondo grado S e quella superficie di terza 
elasse che è inviluppata dai piani seganti armonicamente la curva K. 
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§ 15. 


Oltre i punti di contatto de’quattro piani stazionari, le curve K e D hanno in 
comune i quattro punti 2, ove la prima curva è segata dalle quattro tangenti T ge- 
neratriei dell’iperboloide I ($ 11.). Anzi, questi ultimi sono punti stazionari della 
curva D. Infatti : in #' concorrono tre tangenti di K, cioè la tangente in 7, la tan— 
gente nel punto successivo (infinitamente vicino) a # e la tangente (T) in £. I punti, 
in cui le prime due tangenti incontrano la terza appartengono alla curva D, in virtù 
della definizione di questa curva; dunque, ¢ rappresenta due punti successivi della 
curva D, ossia è un punto stazionario della medesima. 

La curva D incontra l’iperboloide I ne’quattro punti di contatto della curva K coi 
piani stazionari e nei quattro punti ¢. Ciascuno di questi ultimi conta come due in- 
lersezioni, perchè è un punto stazionario della curva doppia; dunque quegli otto punti 
equivalgono a dodici intersezioni. Essendo la curva D del sest’ordine, non può avere 
altri punti comuni coll’iperboloide, epperò le due curve K e D hanno in comune so- 
lamente gli otto punti accennati. 

Dunque : 

Le due curve K e D si segano în otto punti; cioè ne’punti di contatto della curva 
K co’suot piani stazionari e ne’ punti in cui questa curva è segata dalle sue quattro 
tangenti, situate sull’iperboloide I. Gli ultimi quattro punti sono stazionari per la 
curva D (*). 

Un piano qualunque, condotto per uno de’ punti stazionari #, sega la curva D 
soltanto in altri quattro punti : dunque il cono, che ha il vertice in quel punto e 
passa per la curva D, è del quart’ordine. Per esso, le rette che uniscono quel punto 
stazionario agli altri tre, sono generatrici stazionarie. Ora, un cono di quarVordine, 
dotato di tre generatrici stazionarie (cuspidali), non può avere aleun’altra generatrice 
multipla; dunque, la curva D non può avere, oltre 2 suor quattro punti stazionari , 
altri punti multipli. 

§ 16. 


Passiamo ora a considerare i coni prospettivi alla data curva gobba K di quart'or- 
dine e seconda specie. 

Un punto o, preso ad arbitrio nello spazio, sia il vertice di un cono passante 
per la curva K. Questo cono è del quart’ordine, perchè ogni piano condotto per 0, 
incontrando la curva K in quattro punti, sega il cono lungo le quattro rette che 
congiungono 0 a que quattro punti. | 





(*) Anche nei quattro punti t’, le curve K e D hanno comuni i piani osculatori, 
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Il cono è della sesta classe : infatti, ogni relta passante per o giace in sei piani 
tangenti alla curva K, epperò tangenti al cono medesimo ($ 14). 

Il cono ha sei piani stazionari, tali essendo i sei piani osculatori, che da o si 
possono condurre alla curva data ($ 11). 

Quindi, facendo nelle formole di Plücker (le quali sussistono pei coni come per 
le linee piane) m == 4, m'= s'= 6, se ne ricava d = 3, s = 0, d= A. Che do- 
vesse essere s = 0, si poteva prevedere dalla mancanza di cuspidi nella curva K. 

Dall’essere d = 3 segue, che il nostro cono ha tre generatrici doppie; e siccome 
la curva K non ha punti doppi, così : 

Per un punto qualunque dello spazio passano tre rette, ciascuna delle quali 
incontra la curva gobba di quart’ordine e seconda specie in due punti. 

Essendo d'= 4, il cono ha quattro piani tangenti doppi, ossia : 

Per un punto qualunque dello spazio passano quattro piani, ciascuno de’quali 
contiene due rette tangenti della curva gobba di quart’ordine e seconda specie. 

Se il cono prospettivo vien segato da un piano qualunque non passante per 0, 
si ha: 

Posto l’occhio in un punto qualunque dello spazio, la prospettiva della curva K è 
una linea piana del quart’ordine e della sesta classe con tre punti doppi, quattro tan- 
genti doppte e sei flessi. 

Dalla teoria delle curve piane di quart’ordine dotate di tre punti doppi (*) è noto: 
che le sei tangenti ne’tre punti doppi toccano una stessa conica; che le sei rette , 
passanti pei punti doppi e toccanti altrove la curva sono tangenti di una seconda 
conica; che gli otto punti di contatto delle quattro tangenti doppie sono in una terza 
conica; e che i tre punti doppi sono le intersezioni delle coppie di lati opposti d’un 
quadrangolo completo , circoscritto al quadrilatero completo formato dalle tangenti 
doppie. Dunque : 

Per un punto arbitrariamente dato nello spazio, passano tre rette, ciascuna ap- 
poggiata in due punti alla curva K. I piani tangenti alla curva ne’sei punti d’ap- 
poggio, condotti dal punto dato, toccano uno stesso cono di secondo grado. Gli altri. 
set piani tangenti della curva, che passano per quelle tre rette medesime, due: per 
ciascuna, toccano un altro cono di secondo grado. 

Per un punto dato ad arbitrio nello spazio, passano quattro piani, ciascuno de’ 
quali tocca la curva K in due punti distinti. Le rette , che congiungono il punto 
dato agli otto punti di contatto, giacciono sopra uno stesso cono di second’ordine. 

Le tre rette, che dal punto dato ponno condursi ad incontrar due volte la curva 





(*) CAYLEY: Cambridge and Dub. Math. Journal, Vol. V, pag. 150. — Journal de M. Liouville. t. XV. 
pag. 352.— SALMON, Higher plane curves, Dublin 1852, pag. 201, 202. 
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K, sono le intersezioni delle coppie di facce opposte di un angolo quadrispigolo 
completo, circoscritto all’angolo tetraedro completo formato dai quattro piani tan- 


genti doppi. 
bali: 


Se il punto o è preso sull’iperboloide I, le tre rette che incontrano due volte 
la curva gobba K, riduconsi ad una sola, cioè alla generatrice dell’iperboloide appog- 
giata alla curva in tre punti. Quindi, se si pone l’occhio in quel punto, la prospet- 
tiva della curva K è una linea piana del quart’ordine dotata di un punto triplo. 

Il punto o sia preso sopra una retta G, tangente alla curva K in un punto g. 
Questa retta tien luogo di una delle tre, incontranti due volte la curva gobba; dun- 
que, il cono prospettivo avrà due generatrici doppie ed una cuspidale. Il cono è an- 
cora del quart’ordine, ma della quinta classe, perchè una retta, condotta ad arbitrio 
per 0, incontra, oltre G, soltanto cinque tangenti della curva K. 

Le formole di Plücker danno poi s'= 4 e d'= 2; cioè, per o passano quattro 
piani osculatori e due piani doppiamente tangenti, oltre quelli che passano per la 
retta G. 

Se il punto o è l’intersezione di due tangenti della curva K, il cono prospettivo 
avrà due generatrici cuspidali ed una doppia , epperò un piano tangente doppio e 
due piani stazionari. E, segandolo con un piano arbitrario, la prospettiva della curva 
K sara una linea di quart’ordine e quarta classe, avente un punto doppio, due cu- 
spidi, una tangente doppia e due flessi. Ora è noto (*) che, in una tal curva, la 
retta che unisce i due flessi, quella che passa pei due cuspidi e la tangente doppia 
concorrono in uno stesso punto. E, pel principio di dualità, il punto d’incontro delle 
tangenti ne’cuspidi, quello comune alle due tangenti stazionarie ed il punto doppio 
sono in linea retta. Dunque : 

Per un punto, che sia l’incontro di due tangenti della curva K passano: una retta 
appoggiata alla curva în due punti, due piani osculatori (oltre i due passanti per le 
tangenti date) ed un piano contenente due altre tangenti. Quest'ultimo piano, quello 
delle due tangenti date ed il piano determinato dal punto dato e dai punti di con- 
tatto de’due piani osculatori, passano per una medesima retta. La retta appoggiata 
alla curva in due punti, la retta intersezione de’ due piani osculatori che passano per 
le tangenti date e la retta comune agli altri due piani osculatori giacciono in uno 
stesso piano. 

Il punto o sia ora nella stessa curva K; il cono prospettivo sarà del terz’ordine, 
perchè ogni piano, condotto pel punto o della curva, la sega in altri tre punti, ep- 





(*) SALMON, Higher plane curves, pag. 202, 
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perd sega il cono lungo tre generatrici. La generatrice dell’iperboloide I passante per 
o ed appoggiata in altri due punti alla curva gobba, è una generatrice doppia del 
cono; questo è dunque della quarta classe. Cioè : 

La prospettiva della curva K, quando l’occhio sia collocato sulla curva stessa, 
è, in generale, una linea del terz’ordine e della quarta classe. 

Una linea piana del terz’ordine dotata di punto doppio ha, com'è notissimo, tre 
flessi in linea retta, e questa retta è la polare armonica del punto doppio, rispetto 
“al triangolo formato dalle tangenti stazionarie. Dunque : 

Da un dato punto qualunque della curva gobba di quart’ordine e seconda spe- 
cie si possono condurre tre piani che la osculino in altri punti. I tre punti di con- 
tatto ed il punto dato sono in uno stesso piano, il quale è, rispetto al triedro for- 
mato dai piani osculatori, il polare armonico della retta che passa pel punto dato 
e sega in altri due punti la curva gobba. 

Se l’occhio si pone in uno de’quattro punti € ($ 11), il cono prospettivo avrà 
una generatrice cuspidale T , in luogo della generatrice doppia , epperò sarà della 
terza classe. Dunque : 

Per la curva gobba di quart’ordine e seconda specie passano quattro coni di 
terz’ordine e terza classe. 

§ 18. 


Prima d’abbandonare l’argomento de’coni prospettivi alla curva K, ricerchiamo di 
quali linee si componga la completa intersezione di due coni, passanti per la curva 
ed aventi i vertici in due punti qualunque 0, o’ della medesima. I due coni sono del 
terz’ordine , epperd la loro completa intersezione dev’ essere del nono ordine. Essi 
hanno in comune la curva gobba K e la retta 00'; dunque si segheranno lungo un’al- 
tra curva del quart’ordine. È pur questa una curva di seconda specie , ovvero à 
dessa l’intersezione di due superficie di secondo grado ? 

Per risolvere il quesito, immagino la retta A, che passa per 0 e s’appoggia in 
altri due punti alla curva data, e per questa retta conduco un piano qualunque P, 
il quale incontrerà l'intersezione completa de’due coni in nove punti. La sezione fatta 
dal piano P, nel cono di vertice o', è una linea del terz’ordine passante per 0; mentre 
l’altro cono è segato lungo la sua generatrice doppia A, e lungo un’altra retta uscente 
da o. Dunque, le sezioni de’due coni hanno, all’infuori della retta A, due soli punti 
comuni, uno de’quali sarà il quarto punto di segamento della curva K col piano P. 

Da ciò segue che la seconda curva di quart'ordine, comune ai due coni, è in- 
contrata da qualunque piano , passante per A, in un solo punto esterno a questa 
retta, cioè questa retta ha colla curva tre punti comuni. Dunque : 

Due conì di terz’ordine, passanti per una curva gobba di quartordine e seconda 
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specie, ed aventi à vertici su di essa, hanno in comune un’altra curva di quart’ordine 
e seconda specie, posta sopra un iperboloide, che passa per le due generatrici doppie 
dei coni. 

Tuttavia, se i vertici 0, 0' de’due coni fossero situati sopra una retta À, incon- 
trante la curva K in un terzo punto 0", i coni avrebbero questa retta per genera- 
trice doppia comune, il che equivale ad avere in comune una linea del quart’ordine. 
Inoltre, i due coni sono toccati lungo A da uno stesso piano, passante per la tan- 
gente in o" alla curva K; dunque, in questo caso i due coni non possono avere al- 
cun punto comune all'infuori della curva K e della retta A. 


§ 19. 


Il piano osculatore in un punto qualunque m della curva K sega questa curva 
in un altro punto m,. E nel punto m, concorrono, oltre il piano osculatore in m, 
i piani osculatori in altri due punti ($ 17). Dunque, ad ogni punto m, corrispondono 
tre punti m. Variando simultaneamente i punti m, m, sulla curva gobba, essi ge- 
nereranno due serie projettive : l’una formata di terne in involuzione, l’altra semplice. 

Vi saranno dunque quattro punti m, ciascun de’quali coinciderà col corrispon- 
dente m,. Sono essi i quattro punti di contatto de’quattro piani stazionari ($. 13). 

Vi saranno inoltre quattro punti m,, a ciascun de’quali corrisponderà un gruppo 
contenente due punti m coincidenti. I quattro punti doppi m dell’involuzione cubica 
sono i contatti £ delle tangenti T generatrici dell’iperboloide I. I corrispondenti punti 
m, sono i quattro punti #, ove le dette tangenti segano la curva K. 

Di qual grado è la superficie, luogo della retta mm, ? Per questa superficie, la 
curva K è quadrupla, perchè dal punto m della curva , oltre mm,, partono altre 
tre generatrici della superficie; esse sono mm', mm", mm", ove m’, m”, m" siano i 
punti di contatto de’tre piani osculatori, seganti la curva in m. 

Sia A una retta qualunque, appoggiata alla curva K in tre punti; ogni piano, 
condotto per A, sega la nostra curva in un solo punto esterno a questa retta, quindi 
non può contenere alcuna generatrice della superficie, di cui si tratta, che non in- 
contri À in uno de’suoi tre punti d’appoggio. Cioè, questi sono i soli punti in cui 
la superficie possa essere incontrata dalla retta A e, siccome ciascuno d’essi è qua- 
druplo, così la superficie richiesta è del dodicesimo grado. Essa contiene evidente- 
mente le quattro tangenti T e le quattro tangenti situate ne’piani stazionari. 

Analogamente si dimostra che la superficie, luogo delle rette m'"m'", m"m'’, mm", 
è del sesto grado e che, per essa, la curva K è doppia. 

Abbiamo veduto altrove ($ 17) che i quattro punti m, m’, m", m" sono in uno 
stesso piano. Quale è la classe della superficie, inviluppo di un tal piano ? 

Questa superficie non passa per la curva K, perchè i piani tangenti di quella 
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non sono tangenti alla curva. Laonde, per conoscere la classe della superficie, bastera 
sapere quanti piani tangenti le si possono condurre da un punto qualunque m della 
curva K. Evidentemente due. Infatti, 1° da m si possono condurre tre piani ad 
osculare la curva K in m',m',m'; e questi tre punti determinano un piano, pas- 
sante per m, che è tangente all’inviluppo richiesto; 2° il piano osculatore in m sega 
la curva in m,; da m, si ponno condurre altri due piani osculatori, i punti di con- 
tatto de’quali sono, insieme con m ed m,, in un piano tangente all’ inviluppo di 
cui si tratta, Da m non si possono condurre altri piani tangenti; dunque l’inviluppo 
richiesto è della seconda classe, cioè : 

Da un punto qualunque della curva K si possono condurre tre piani ad oscu- 
larla in altri punti. I punti di contatto determinano un piano, Vinviluppo del quale 


è un cono di secondo grado. 
§ 20. 


Per un punto qualunque dello spazio passano quattro piani doppiamente tangenti 
alla curva K ($. 16); dunque, i piani doppiamente tangenti di questa curva for- 
mano una sviluppabile W di quarta classe. 

Siccome la curva K & situata nella sviluppabile W, cosi la generatrice di questa 
sviluppabile, posta in un suo piano tangente, dee passare pei punti in cui questo 
piano tocca la curva. Dunque, se m é un punto qualunque di K e se la tangente 
in m incontra le tangenti ne’punti m', m’ della stessa curva (§. 13), le rette mm’, 
mm” sono generatrici della sviluppabile W. E siccome, di tali generatrici, ne pas- 
sano due per ogni punto della curva K, così questa è doppia per la sviluppabile 
anzidetta. Dunque : 

La retta congiungente due punti della curva K, ove questa sia toccata da due 
tangenti situate in uno stesso piano, ha per luogo geometrico una sviluppabile W di 
quarta classe. Questa sviluppabile è doppiamente circoscritta alla curva K; e vice- 
versa questa è la curva doppia della sviluppabile W. 

Le quattro tangenti T della curva K sono evidentemente generatrici della svi- 
luppabile W, epperò rette comuni a questa superficie e all’iperboloide I. Cosi i piani 
doppiamente tangenti alla curva K (in tet) e passanti per le rette medesime, sono 
piani tangenti comuni alle superficie W ed I. Queste superficie, essendo l’una della 
quarta classe e l’altra della seconda, devono avere otto piani tangenti comuni; ed 
infatti, ciascuno dei quattro suindicati conta per due, perchè in esso le due super- 
ficie hanno una generatrice comune. 

Siccome le generatrici della superficie W sono rette incontranti due volte la curva 
K, così esse non possono incontrare l’iperboloide I, fuori di questa curva. Dunque, 
la completa intersezione delle due superficie W ed I consta delle quattro generatrici 
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T e della curva K, la quale è da contarsi due volte, perchè è doppia sulla svilup- 
pabile W. Ne segue che la gompleta intersezione delle due superficie è del dodice- 
simo ordine, cioe : 

La sviluppabile W, doppiamente circoscritta alla curva K, é del sesto ordine. 

Tagliando la sviluppabile W con un piano arbitrario, la sezione sara una linea 
del sest’ordine e della quarta classe, con quattro punti doppi. Dunque, per le formole 
di Plücker, avrà sei cuspidi, nessun flesso, e tre tangenti doppie. Ossia, la curva 
cuspidale H della sviluppabile W è del sest’ordine; questa sviluppabile non ha ge- 
neratrici d’inflessione; ed un piano qualunque contiene tre rette, ciascuna delle quali 
è l'intersezione di due piani doppiamente tangenti alla curva K (*). 

Se la superficie W vien segata da un suo piano tangente, la sezione è una linea 
di quarVordine e terza classe, dotata di una tangente doppia. Questa retta è dunque 
l'intersezione di tre piani tangenti. Cioè, vi sono infinite rette, per ciascuna delle 
quali passano tre piani tangenti di W, cioè tre piani doppiamente tangenti a K. Ciò 
basta per conchiudere ($ 3) che la sviluppabile di quarta classe W è di seconda 
specie, cioò che la sviluppabile W è circoscritta ad un unico iperboloide, avente 
per generatrici di un medesimo sistema le rette, per le quali passano tre piani dop- 
piamente tangenti alla curva K. 

Da ciò consegue che le proprietà della sviluppabile W si possono, in virtù del 
principio di dualità, concludere immediatamente da quelle della curva K. 

Per esempio: come la sviluppabile V, osculatrice della curva K, è circoscritta 
ad una superficie di secondo grado, per ogni generatrice della quale passano tre piani 
tangenti di quella; così la curva H, cuspidale della superficie W, sarà situata sopra 
una superficie di second’ordine, ogni generatrice della quale (d’entrambi i sistemi) 
incontrerà la curva in tre punte. 

La sviluppabile V ha quattro piani tangenti stazionari; dunque, la curva H ha 
quattro punti stazionari. 

Il piano, che sega la curva K in un suo punto qualunque m ed in altri tre 
punti, i cui piani osculatori concorrano in m, inviluppa un cono di secondo grado 
($ 19); dunque: 

Ogni piano doppiamente tangente alla curva K, epperò osculatore alla curva H, 
sega quest’ultima în tre punti. I piani osculatori ad H, in questi punti, concorrono in 
un punto del primo piano. Il luogo di quest’ultimo punto è una curva di secondo grado. 

Ecc. ecc. 





(*) La sviluppabile W non può ammettere un piano tangente doppio, cioè un piano che la tocehi lungo 


due generatrici distinte : infatti, un tal piano toccherebbe la curva K intre punti distinti, il che è impossibile. 
% 
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§ 21. 


In ogni punto della curva D ($ 13) concorrono due rette tangenti della curva 
K, epperd anche due piani che ivi toccano la sviluppabile V. La tangente in quel 
punto, alla curva D, deve trovarsi in entrambi i piani, epperò è la loro intersezione 
dunque : 

Se m m' sono due punti della curva K, ove questa sia toccata da due rette 
situate in uno stesso piano la retta comune intersezione dei piani osculatori alla detta 
curva in m, m’ è tangente alla curva D, nel punto ove s'incontrano le due tan- 
genti di K. 

Per conoscere l’ordine e la classe della sviluppabile, formata dalle tangenti della 
curva D, ricordiamo che questa è del sest’ordine, ha quattro punti stazionari e nes- 
sun punto doppio ($ 15) ed è doppiamente toccata dai piani osculatori della curva 
K. Dunque, un cono prospettivo alla curva D, preso il vertice arbitrariamente nello 
spazio, sarà del sest’ ordine ed avrà quattro generatrici cuspidali e sei piani tan- 
genti doppi. Onde, fatto nelle formole di Plücker m—d = 6, s =4, ricaviamo 
m =d =6, s — 4. Cioè: 

La sviluppabile osculatrice della curva D é della quarta classe e del sest’ordine. 

Questa sviluppabile non pud avere un piano doppiamente tangente. Se ne avesse 
uno, esso sarebbe anche un piano tangente alla sviluppabile V, cioé osculerebbe D 
in due punti e K in un punto: e questi tre punti sarebbero situati sopra una stessa 
retta, tangente a K. Quindi, quel piano segherebbe la sviluppabile V lungo una 
linea del quart’ ordine, che avrebbe due punti multipli ed un punto ordinario sopra 
una stessa retta tangente nel punto ordinario; il che è manifestamente assurdo. 

Ciò premesso, se noi tagliamo la sviluppabile osculatrice della curva D con un 
suo piano tangente, la sezione sarà una curva di quart’ordine e terza classe con tre 
cuspidi; epperò vi sarà una tangente doppia. Questa, non potendo corrispondere ad 
un piano doppiamente tangente, sarà l'intersezione di altri due piani tangenti, oltre 
quello che si considera. Vi sono pertanto infinite rette, ciascuna delle quali è l’inter- 
sezione di tre piani osculatori della curva D; ossia, la sviluppabile osculatrice di 
questa curva è di quarta classe e seconda specie, epperò circoscritta ad un solo iperboloi- 
de, sul quale sono situate le rette per le quali passano tre piani osculatori di D. 

Perciò, anche la curva D è situata sopra una superficie di second’ordine, cia- 
scuna generatrice della quale (in entrambi i sistemi) incontra la curva tre volte. 

Appare così manifesto che la curva D è affatto analoga alla curva H. 

Io non protrarrò oltre queste ricerche, cui sarà agevole allo studioso lettore conti- 
nuare quanto gli piaccia. Il quale avrà certamente notato le intime e scambievoli 
relazioni che esistono e si riproducono fra curve di quarto e sesto ordine e svilup- 
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pabili di quarta e sesta classe, i tipi delle quali sono K, D, W, V. Ciascuna di 
queste curve esiste sopra unasola superficie di secondo grado; e così pure ciascuna 
di quelle sviluppabili è circoseritta ad una sola superficie dello stesso grado. Le altre 
curve e sviluppabili che si ricavano da quelle quattro riduconsi agli stessi tipi. In- 
fatti: la curva cuspidale di W è analoga a D ; la sviluppabile osculatrice di D è 
analoga a W, e per conseguenza ha una curva doppia analoga a K; ecc. 

Anzi, quei quattro tipi sono riducibili a due soli K e D; giacchè W e V cor- 
rispondono a quelli , pel principio di dualità ossia di derivazione polare. Abbiamo 
già veduto qual sia la definizione della curva K. In quanto a D , siccome questa eurva 
esiste sopra una superficie di second’ordine ed ha quattro punti stazionari, così potrà 
definirsi: la curva d’intersezione di una superficie di second’ordine e di una super- 
ficie del terzo, aventi fra loro un contatto stazionario in quattro punti (*). 





(*) Quando due superficie si toccano in un punto, questo è doppio per la curva d' intersezione delle due 
superficie. Se le due tangenti alla curva nel punto doppio coincidono, cioè, se questo diviene un cuspide, il con- 
tatto delle due superficie dicesi stazionario (Camb, and Dublin Math, Journal, vol. V, pag. 30—31). 
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INTORNO AD ALCUNI SISTEMI DI CURVE PIANE. 
NOTA 
DI EUGENIO BELTRAMI, 


ERO 


E notissimo che il sistema delle traiettorie ortogonali d’una serie d’iperbole equi- 
latere aventi in comune gli assi, € la serie delle iperbole equilatere che hanno per assin- 
toti gli assi delle prime. 

Questa proprieta puö anche enunciarsi dicendo che, se il sistema delle iperbole equi- 
latere che hanno in comune i due assi, viene ruolato intorno al suo centro per un mezzo 
angolo retto, il sistema ruotato riesce ortogonale al sistema primitivo. 

Sotto quest’ultimo punto di vista si concepisce come la proprietà degli anzidetti si- 
stemi d’iperbole equilatere possa essere suscettibile di generalizzazione. Mi propongo 
perciò di risolvere il seguente problema generale : Trovare quei sistemi di curve piane 
i quali, venendo ruotati per un angolo dato intorno ad un punto del loro piano, se- 
gano i sistemi primitivi sotto un angolo costante parimenti dato. 

In ciò che segue farò sempre uso di coordinate rettangole x ed y, aventi l’origine 
nel centro di rotazione dei sistemi cercati; denoterò inoltre con « l’angolo di rotazione, e 
con À quello d’intersezione delle curve dei due sistemi, misurato procedendo da una 
curva del sistema primitivo verso una del sistema ruotato. Tanto « quanto À si riter- 
ranno positivi quando saranno misurati nel senso in cui si procede dall’asse delle x 
positive verso quello delle y positive. È chiaro che si potrà sempre supporre %<r, 
a<<2r. 

Indicando con a un parametro variabile da curva a curva, l’equazione di uno 
dei sistemi dotati della proprietà in discorso, si potrà mettere sotto la forma 


(1) fi, y) =a. 
Se questo sistema viene ruotato per un angolo « intorno all’origine degli assi, nel 


senso in cui si procede dall’asse delle x positive verso quello delle y positive, si trova 
facilmente che, nella nuova posizione, esso viene rappresentato dall’equazione 


(2) fly sen « + xcosa, ycosa —xsena)=a, 


ossia dalla equazione che si ottiene sostituendo rispettivamente ad x ed y, nell’equa- 
zione del sistema originario, i binomj 


(3) ysena + x cosa, ycosa — x sen a. 
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Derivando rispetto ad x le due equazioni (1), (2), se ne caveranno due valori di 
dy 


DA NT N dı d + : : 
me indicandoli rispettivamente con mi, Di ‚ la condizione perchè le curve dei due 
x dx x 


sistemi (1) e (2) si seghino sotto l’angolo A sarà espressa, come è noto, da 
dy dy 
da dx 
dy\ dy 

1 hats BY ani 

au (<4) da 


Ciò posto, indicando al solito con © l’immaginario ÿ—1 e ponendo : 


(4) = (ang À. 


(5) y +a =, it, 


facilmente si verifica che, sostituendo nei valori di w e v in luogo di x ed y i bi- 
nomi (3), le u, v si mutano rispettivamente in we, ve—'*. Perciò se si rappresenta 
con 9(u, v) il risultato che si ottiene sostituendo nella funzione f(x, y) i valoti di x ed y 
dati dalle (5), le equazioni dei due sistemi di curve, l'originario ed il ruotato; formate 
con u e v, saranno rispettivamente 


(6) (ul, 0) — a, p{ue*, ve7!*) == a. 


Trasformando la (4) per mezzo delle (5) si trova 


dv __ dv 
du) du 





To IO = 2 lang À, 
du du 
equazione che si può scrivere anche così : 
dv dv | 
(7) (=) — de + 229 = 0. 
Ora dalle (6) si ricava 
dude do(u, v) dolu, v) 
du du dr 
do) _ Bar do(ue‘*, ve’*) dp(ue'*, ve“) 
du) Nase u diver7)0 7? 
quindi se si pone 
do(u, v) do(u, v) = 
(8) Sr Gee ea? 


è chiaro che si avra 
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= — Hu») 
(=) = — e“, y(ue, ve”), 
percui la (7) diverrà 
(9) ue vent) eae ae Oty). 
Introduco due nuove variabili p e q, legate alle wev dalle relazioni 
(10) Wiek Vaste A) 
Con ciò la (9) diventa 
get, e-ittn) — er) (gip, ei) 
ovvero, fatto 
(11) der, e—'9) =t(p, q) » 
(12) tpl ig RE 
Prendendo i logaritmi iperbolici di quest’ultima equazione si ha 
A log t(p,g) = A — a), 
dove con A é indicata la differenza finita totale della funzione log ¢(p, q). L’integrale 
di quest’ultima equazione può mettersi sotto la forma 
log Ep, q) = i—a)(p + 9) + A, 
A denotando una funzione di pe di q che non varia cambiando la p in p+ 1, e 
simultaneamente la g in q + 1, del resto affatto arbitraria. 
Si ha quindi, scrivendo per semplicità A in luogo di e‘, 
(13) C(p, q) — AeiQ—aXP+9) , 
Per desumere da questa equazione la forma della funzione 4 è manifesto, per le 


(10), (11), che basta sostituire nel trovato valore di & in luogo di p e di q rispet- 


log u log v 


tivamente le quantita ——. Si ha così, continuando a rappresentare con 
a 





sg — 


(123 


A il risultato di tale sostituzione nella funzione arbitraria, 


À 


Yu, v) = Amos 


ossia 
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Da questo valore di 4 bisogna finalmente ricavare quello di 9. Per tale uopo si 
ricordi la (8) ossia la 
do dp 
Te du, v). re 0. 
È noto che l'integrazione di quest’equazione alle derivate parziali dipende da quella 
della seguente equazione alle derivate ordinarie 


dv 
da 199) = 0, 
e che supposto 


x(u, v) = cost. 
l’integrale completo di quest’ultima, l’integrale generale della prima è 
= F(x), 


essendo F simbolo di funzione arbitraria. Ma, nel caso attuale, trattandosi unica- 
mente di eguagliare la funzione 9 ad una costante arbitraria, è chiaro che basterà 
prendere 
g=x(u, v): 

epperò y(u, v) = cost. sarà l'equazione dei sistemi richiesti. 

Ecco adunque in che consiste la soluzione del problema : 

Si assuma una funzione A di due variabili u e v, tale che non varii mutando ri- 
spettivamente u in ue” e v in ve”’*; indi si costituisca l'equazione 


— — 


(15) SAI (8) =O 


du 
e si integra: sia 
EG TC) 0 
l’integrale di essa, completato da una costante arbitraria G. L’equazione 
F(y +ix, y— ix, C) = 0 
apparterra ad uno dei sistemi cercati. Variando in tutti à modi possibili la forma 
della funzione arbitraria À, si otterranno tutti à sistemi dotati della proprietà in di- 
scorso. 

Tale è la soluzione generale. Nondimeno è chiaro che se i sistemi così ottenuti 
dovranno rappresentare curve a rami reali, bisognerà introdurre le opportune limi- 
tazioni nella scelta della funzione A, e dovranno rigettarsi alcune forme di essa che 
pure avrebbero soddisfatto alla condizione unica cui, dal punto di vista analitico, è 
essenzialmente vincolata la natura di tal funzione. 
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Per fare un esempio, mi limiterd al caso semplicissimo in cui À sia una costante 
assoluta, che terrd ancora rappresentata con A. 

In questo caso l’equazione (15), ossia la 


integrata da 

a À 

v* + Au* = cost. 
Perchè quest’equazione rappresenti sistemi di curve a rami reali fad’ uopo, per es- ~ 
a+ b/—1 


sere u e v immaginari coniugati, che A sia della forma EE 


» epperö, sup- 


posto a + by—1 = pe”, l’equazione precedente diverrà 


À À 
eux + 67 Vv = cost. 


ves ee da : : 
Ma poiche, facendo ruotare il sistema per un angolo — e le u, v sì cambiano 


I AL 


rispettivamente in ue * , ve, è chiaro che dopo tale rotazione il sistema sarà 
rappresentato semplicemente dalla equazione 
À DI 
ur + v% = cost. 
ossia dalla 
A À 


(16) (y + ix) + (y — ix)“ = cost. 


la quale potrà assumersi, senza scapito di generalità, in luogo della precedente, come 
corrispondente al caso particolarissimo in cui al posto della funzione arbitraria si as- 
suma una costante assoluta. 

Se in quest’ultima equazione si cambia À in — A, si avrà un altro sistema di 
curve 


me A 


(16 bis) (y + tx) * + (y — 2x) 


Rj> 


CON 


che sara dotato di una proprieta analoga a quella del sistema (16), differendo fra 
loro questi due sistemi unicamente per il senso in cui si dovrà procedere dalla tan- 
gente in un punto qualunque del piano alla curva passante per esso prima della ro- 
tazione, alla tangente nel punto medesimo a quella curva che passa per esso dopo 
la rotazione, affine di misurare l’angolo 2. 
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E facile verificare, per mezzo delle note formole di trasformazione, che il sistema 
(16 bis) non è altro che lo stesso sistema (16) trasformato per raggi vettori reci- 
proci, assunta l’origine degli assi come centro d’inversione; ed in generale, riflettendo 
al carattere fondamentale di questa trasformazione, si concepisce immediatamente che 
applicandola ad uno qualunque dei sistemi dotati della proprietà in discorso, si ot- 
terrà un nuovo sistema dotato della medesima proprietà del primo; ben inteso ponendo 
il centro di inversione nel centro di rotazione. 
In tre casi l'equazione (16) riducesi a rappresentare linee del 2° ordine, quando 


MTS, IE 
cioè |’ esponente Né eguale a 2, oppure ad 7 oppure a — 1. 


À N 
Ponendo 7 => 2)si haba == je l’equazione (16) si riduce alla 


y — x= cost, 


cioè rappresenta un sistema d’iperbole equilatere aventi in comune gli assi. Si ha 
così il teorema: La serie delle linee che segano sotto un angolo costante X il sistema 
di tutte le iperbole equilatere aventi in comune gli assi, è costituita da questo mede- 


ASIA À 
simo sistema ruotato intorno al suo centro per un angolo 9” Nel quale teorema € com- 


preso quello richiamato da principio, e pel quale è X = SI 


Nella medesima ipotesi di — = 2, il sistema (16 bis) è costituito da lemniscate 
œ 


bernoulliane col punto doppio nel centro di rotazione , punto nel quale esse hanno 
anche comuni le tangenti. A queste curve adunque, che sono appunto come é noto 
le reciproche delle iperbole equilatere, compete la stessa proprietà or ora enunciata 


per queste ultime. 


Ly Sa ae : 
Se si fa — = 9 Si ottengono le parabole omofocali 
a 
a+ 2cy = À 
per le quali è a = 22. Vale a dire: La serie delle linee che segano sotto l’angolo 
costante il sistema di tutte le parabole aventi in comune l’asse ed il fuoco, è costituita 
da questo stesso sistema di parabole ruotato per un angolo 2A intorno al fuoco co- 


mune. 
. . . La T . x 
Si osservi che nel caso particolare di À ig ha «= x, epperò per avere 


il sistema ortogonale al precedente, basta far ruotare quest’ultimo per un angolo ar 


intorno all’origine degli assi, che è il fuoco comune a tutte le parabole componenti 
xe 


108 ANNALI DI MATEMATICA 
il sistema stesso, mentre il loro asse comune è diretto secondo I’ asse delle y. Per 
tal modo l’asse positivo delle y dell’un sistema diviene negativo nell’altro; e i due 
sistemi, simmetrici intorno all’asse delle x, saranno rappresentati insieme dalla stessa 
equazione 
a Hal 
® 


À y y eee 
Finalmente facendo — = — 1, ossia À = — a, si ottengono infinite circonferenze 
x 


e+ (y — = à 
aventi i centri sull’asse delle y e tangenti tutte nell’origine all’asse delle x. E facile 
infatti convincersi che in questo caso gli angoli « e À sono eguali in grandezza asso- 


luta, ma di senso contrario. L’equazione (16 bis) porge in corrispondenza un sistema 
di rette parallele, com’era da prevedersi. 


U À | 
In generale se con m si indica un numero razionale e si pone — = m, si ha 
a 


manifestamente questo teorema: La serie delle linee che segano sotto l’angolo co- 
stante À il sistema di curve rappresentato dall’equazione: 


(y + 2x)” + (y — ia)” = cost., 
x Q . . . . À 
non è che questo sistema medesimo, ruotato intorno all’origine per un angolo er 


Ho supposto, nella precedente applicazione, che A non fosse nullo. Se si avesse 
avuto À = 0 l’equazione (15) sarebbesi ridotta a 


dv v 

dci e) 
ossia 

1 dv A 

qi ve 


epperò si avrebbe ottenuto | 

uv = cost. ovvero 2x” + y?= cost., 
equazione d’un sistema di circonferenze concentriche , pel quale è appunto A — 0 
qualunque sia «. 


4 Novembre 1861. 
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O. HESSE — Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes, 
insbesondere über Oberflächen zweiter Ordnung. Leipzig 1861. 

Il signor Hesse, si noto ai matematici pe’suoi lavori analitici, coi quali ha po- 
tentemente cooperato al progresso della scienza in vari rami di essa, ha ora pubbli- 
cato un libro che riassume le lezioni date dall'autore alle università di Königsberg, 
di Halle e di Heidelberg. Questo libro di geometria analitica , nel quale sono spe- 
cialmente studiate le superficie di second’ordine, rappresenta nel modo più degno lo 
stato attuale della scienza. L’autore fa uso dei metodi più perfetti che oggi si pos- 
seggano, svolge le sue formole con elegante simmetria, e con facilità sorprendente 
dimostra i più belli ed importanti teoremi relativi all’ argomento. I quali metodi e 
teoremi, m’affretto a dirlo, sono in buona parte dovuti allo stesso signor Hesse, che 
già da parecchi anni ne arricchì la scienza, come è attestato dai volumi del gior- 
nale matematico di Berlino, in cui egli ha inserito le sue memorie. Pochi libri ci 
hanno inspirato quella viva gioia che abbiamo sentita nel leggere queste elegantis- 
sime pagine; e crediamo fermamente che il nostro entusiasmo sarà diviso da qua- 
lunque abbia la fortuna di studiare il libro del signor Hesse. 

Non ci è possibile di offrire, coll’inabile nostra parola, un’immagine abbastanza 
esatta de’singoli pregi di quest'opera. Ci limiteremo a indicare per sommi capi le ma- 
terie svolte ne’vari capitoli, che l’autore chiama lezione. 

Dopo i preliminari esposti nelle prime due lezioni, la Zerza comprende le più 
essenziali proprietà armoniche ed involutorie di un sistema di piani: proprietà che 
l’autore trasporta ai circoli massimi di una sfera. Queste proprietà sono dimostrate 
con quel metodo sì semplice, già usato da Plücker e da altri, che consiste nel rap- 
presentare il primo membro dell'equazione di un piano (il secondo essendo lo zero) 
con una sola lettera e nel combinare le equazioni analoghe di più piani per via di 
somma o sottrazione. Collo stesso metodo simbolico sono dimostrati nella quarta le- 
zione parecchi eleganti teoremi relativi alle figure sferiche, e nominatamente all’esa- 
gono di Pascal. 

In quelle quattro lezioni l’autore non fa uso che delle ordinarie coordinate car- 
tesiane ortogonali. Nella quinta lezione sono introdotte le coordinate planari e tan- 
genziali, già inventate da Chasles o da Plücker, e col mezzo di esse 1’ autore svi- 
luppa, rispetto ad un sistema di punti nello spazio , le proprietà analoghe a quelle 
precedentemente esposte per un sistema di piani. 
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Nella sesta lezione troviamo le coordinate omogenee, ossia quattro coordinate per 
rappresentare si un punto che un piano, onde l’equazione di un luogo o di un invi- 
luppo, con tali coordinate, riesce omogenea. Il signor Hesse, co’suoi scritti, ha molto 
contribuito a divulgare e rendere popolari queste: coordinate omogenee , che alcuni 
tenaci del passato guardano con sospetto e disprezzo, e che pur giovano tanto alla 
simmetria ed alla facilità del calcolo. Nelle successive lezioni, l’autore fa uso quasi 
esclusivamente di coordinate omogenee per rappresentare sì i punti che i piani. 

Affinchè i giovani suoi uditori o lettori non fossero costretti a cercare altrove 
quelle teorie analitiche sulle quali egli fonda i suoi metodi, l’autore ha consacrato la 
settima lezione all’esposizione de’principali teoremi relativi ai determinanti, e l’ottava 
alle funzioni omogenee. 

Nelle lezioni successive s'incontrano le fondamentali proprietà delle superficie di 
second’ordine; le relazioni fra le coordinate di un polo e quelle del piano polare, la 
doppia rappresentazione di una superficie di second’ ordine come luogo di punti e 
come inviluppo di piani, il principio di reciprocità (teoria delle polari reciproche di 
Poncelet), le proprietà de’coni e delle coniche considerate come caso particolare de’ 
luoghi e degl’inviluppi di secondo grado, ecc. Le lezioni sedicesima e diciassettesima 
(come anche la ventiduesima) sono tra le più belle in questo libro che è tutto bello 
da capo a fondo. Vi si considerano i tetraedri polari relativi ad una o a due o a 
più superficie di secondo grado ; il lettore troverà qui dimostrati con ammirabile e 
luminosa spontaneità quei molti teoremi che già furono trovati dall'autore e pubbli- 
cati nel giornale di Crelle. 

La ricerca del tetraedro polare comune a due superficie di second’ordine conduce, 
com'è noto, alla riduzione delle equazioni di queste superficie ai soli termini quadrati, 
mediante un solo sistema di sostituzioni lineari. Questo importante problema anali— 
tico, che già fu scopo alle ricerche di Jacobi, di Cayley e di Weierstrass , & trat- 
tato dal signor Hesse con evidente predilezione. La lezione diczottesima è consacrata 
alla trasformazione delle funzioni omogenee di un numero qualunque di variabili, 
ed invero: dapprima sono sviluppate le relazioni che sussistono fra i coefficienti delle 
sostituzioni lineari, in generale; poi seguono le proprietà di quelle sostituzioni lineari 
che riducono una funzione omogenea di secondo grado a contenere i soli quadrati; 
e da ultimo si determinano le sostituzioni lineari che trasformano simultaneamente due 
date funzioni quadratiche in altre due prive de’termini rettangoli. 

La lezione decimanona tratta del problema generale della trasformazione delle 
coordinate tetraedriche, cioè delle coordinate, per le quali un punto o un piano è 
riferito ad un tetraedro fondamentale. Come caso particolare, se una faccia del tetrae- 
dro va a distanza infinita, si hanno le formole per passare da una ad un'altra terna 
di assi coordinati, siano essi rettangoli od obliqui. 
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Il tetraedro polare comune ad una data superficie di second’ordine qualsivoglia 
e ad un’arbitraria superficie sferica concentrica alla prima, ha una faccia all'infinito 
e le altre tre ortogonali fra loro ; onde la ricerca di quel tetraedro conduce agli 
assi prineipali della superficie data. Questa ricerca, con l’analoga relativa alle coni- 
che, & eseguita in due diverse maniere nelle tre lezioni seguenti. La seconda maniera 
è sopratutto notevole perchè somministra le coordinate ellittiche, ed & mirabile che 
l’autore deduca le formole differenziali per le coordinate ellittiche dalle equazioni in 
termini finiti fra le cordinate ordinarie, con semplice scambio di lettere. Il qual pro- 
cesso semplice e fecondo è compreso in un teorema assai generale, dato dal profess. 
Chelini a pag. 70 della sua interessante memoria Sull’uso simmetrico de’principj re- 
lativi al metodo delle coordinate rettilinee (*). 

Interessantissima è pur la ventesimaterza lezione che ha per oggetto le linee geo- 
detiche dell’ellissoide. Nella lezione successiva si considerano le curve focali di una 
data superficie di second’ordine, come quelle coniche che fanno parte del sistema di 
superficie confocali alla data; in seguito si dimostra che quelle curve sono anche il 
luogo de’ vertici da’coni rotondi circoscritti alla superficie medesima. 

Nella lezione ventesimasesta si stabiliscono le condizioni necessarie perchè una 
data equazione quadratica fra le coordinate rappresenti una superficie di rotazione. 
Tali condizioni, com'è noto, sono due : mentre, in generale, la condizione dell’egua- 
glianza di due radici in un’equazione algebrica è unica. Di qui un apparente para- 
dosso, che l’autore scioglie mostrando, come aveva fatto Kummer, che il discrimi- 
nante dell’equazione cubica relativa agli assi principali è la somma di sette quadrati. 

La lezione seguente contiene la determinazione degli assi principali della sezione 
fatta da un piano in una superficie di second’ordine e la ricerca, in due modi di- 
versi, delle sezioni circolari della superficie medesima. Finalmente, le ultime tre le- 
zioni trattano de’raggi di curvatura delle sezioni piane, normali ed oblique, delle su- 
perficie in generale e delle loro linee di curvatura. 

Concludendo, il libro del signor Hesse è un prezioso dono fatto ai cultori della 
geometria; esso fa nascere nel lettore un solo ma vivo desiderio, ed è che l'illustre 
geometra pubblichi presto un libro simile per le altre teorie, come quelle delle curve 
piane di terzo e quarl'ordine, in cui egli ha già fatto sì mirabili scoperte. 

Felice la gioventù alemanna che è educata nelle matematiche da tali professori ! 
E felici anche i giovani italiani, se fra noi si saprà trar profitto. dello splendido la- 
voro del signor Hesse ! 

Bologna, 10 febbraio 1862. 
L. Cremona. 





(*) Raccolta scientifica, Roma 1849. 
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» 260 le ultime due linee si ommettano. 


Tom. I. 1858 
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MEMOIRE 
SUR LA RESOLUTION DES ÉQUATIONS DONT LE DEGRÉ 
EST UNE PUISSANCE D’UN NOMBRE PREMIER 


PAR M. EMILE MATHIEU. 
ORI: 


Nous nous proposons d’appliquer à la résolution des équations dont le degré 
est une puissance d'un nombre premier, une fonction resolvante qui joue à l’égard 
de ces équations tout-a-fait le même rôle que celle de Lagrange à l’ègard des équa- 
tions de degrè prèmier. Nous nous occuperons surtout de celles de ces équations 
dont le degré est le moins élévé, c'est-à-dire du 8"° et du 9"° degré; cependant 
la plupart des considérations que nous emploierons sont susceptibles d’être géné- 
ralisées et ne seront données sur les équations des degrés les moins élevés que pour en 
faciliter la lecture et traiter d'une manière plus complete les cas les plus simples. 

§ I. Des équations qnelconques dont le degré est une puissance d’un nombre 
premier. 

1. Lagrange a ramené, lorsque 7 est premier, la résolution d’une équation du 
degré n à celle d'une équation du degré 1. 2. 3. . . . (n—2). 

On peut procèder d'une manière toute semblable à l'égard des équations dont 
le degré est une puissance d’un nombre premier p. 

Soit une équation du degré p’ 


Bien 0, 
et designons ses p” racines par la lettre x affectée des p’ quantites 
(1) a +a,o-+a,0 +... a, 0 


prises pour indices; d,, @,, + + + 3 @,-1 étant des entiers pris suivant le module 


p et o nne racine primitive de la congruence 3” =z (mod. p). 
Considerons la fonction 


Leo + a + nta, 


ye 2 m ., è 
ayra ut... Hay.” + 


(b) +4(«, Ye I ae CT LENCO de dr ie ree LE )+ Si 


(P—1)o 


P 
+ ( pa Fece La eee (per a I I ==, 


a étant racine de l'équation 
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AP — 4 
Care | 
sur cette fonction faisons les substitutions 
(2) (2, 02) IAAT eu lor Mer: 0 meat, 
qui sont renfermées dans la seule expression 
(Te) 


et nous aurons ainsi p’—1 fonctions que nous désignerous respectivement par ¥,, 
/ 


Wa, SRI ee ar) Dre 
Si nous examinons les substitutions 


v y y 
7 —I D —I D —I 
aan 25=i AA 
Zs 6) Z 5 Sy G) 5 ? 6. 0: © © a's 3 Bs 6) Z 5 


y y 
pP —ı PI 


nous VOYONS quelar =, au! ca, e sont des nombres entiers qui sont puis- 
y 
tal pis 
sances de la racine primitive ©? 7. Il résulte de la qu'après avoir obtenu les 














pti 
premieres fonctions Ÿ, 4,, Ya, ... , on aura les autres en remplaçant dans celles 
là « suceessivement par a, aw, . . . , PT. 

Remarquons tout de suite que la fonction symétrique des fonctions 4 est in- 
variable par toutes les substitutions 


(ze Az =. Bee 
a at) 
ee) (oP) i 
moire sur les fonctions s'en convaineront facilement. On reconnait ensuite que le 

nombre des valeurs de la fonction est 


y—2 


+....+Hz+L), 


et qu'elle a valeurs; ceux qui auront lu notre me- 


pb Be i 
PALIN TON PTE RENE 





la fonction | dépend donc d’une équation du degré K. 
Alors pour faciliter le raisonnement, imaginons une fonction 4', invariable com- 
me 4, par toutes les substitutions 


(z, 3 + b), 


(b étant une des quantités (1)), mais par elles seules, et désignons par 


Bi UA dro ee dorli 


les p’— 1 fonctions que l’on obtient a la manière des fonctions 4, en faisant sur 
la première les substitutions (2). Si l’on considère l'équation 
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(—Vv')W—v,) (gu) = 0 


ou 

px P' [p?—2 P' er 

Y + 1 Ÿ +. er dre — pP’—1 = 0, 
à fh er I i f - = bea / ! 
les coefficients P,, P,, ...., P,»_, seront des fonctions symétriques de y’,, ¥’,, 


LEW dorli et par conséquent seront des fonctions deux fois transitives invaria- 
bles par toutes les substitutions 


(z, a z+b), 
et qui auront 1. 2. ... (p”—2) valeurs.; les coefficients P',, P',, .... sont donc des 
fonctions semblables qui dépendent d’une seule équation du degré 1.2... .(p’—2). 
Donc l'équation qui donne toutes les racines y' est une équation du degré 1. 2. 


9 


3. + + + + (p’—1) qui se décompose en 1. 2. 3. . . . (p’—2) équations du degré p’—1 
au moyen d'une équation du degré 1. 2. 3. . . . (p’—9). 


La conclusion que nous venons de tirer à l’ égard de 4’ doit subsister si W, 
est invariable par d’autres substitutions que 


(z,3 + b); 


si donx on fait W, —%,, l'équation en Y est remplacée par une équation en $ qui 
est une puissance parfaite dont Vexposant est 


To PAE Mg on 
Li 


puisque le nombre des valeurs de | n’est qu’égal a K, et les coeflicients P,, P,, 
, Pi», de Vequation 


gd) (e) =0 


>; 


ou 
prt PP 2... + Py, =0 


1,:d cranes AD?) 
P—p) pp)... PP”) 
la puissance (p’—p) (P’—p’) . . . (p’—p*’). 
Ainsi nous arrivons a ce resultat tout-a-fait analogue a ce que I’ on connait 
pour les équations de degré premier. 


L’ equation qui contient toutes les racines | étant élevée à la puissance 
ee u coe pe) o f p ; ; 
- denne une équation du degré 4. 2. . . .. (p’—1) qui peut 

p 
se décomposer en 1. 2. 3. . . . (p’—2) équations du degré p’—1 à l'aide dune 
1 Da. ey (D 2) 
TIP RE SOTA TORTE ren, 
(RI PHP A LCR APE DE) 


Si l’on réussit a déterminer un seul système de valeurs pour les coefficients 
* 


dépendent d’une équation du degré elevée à 








ve I 


equation du degre 
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Ps Pa, 3 Pero dell along piene nape l'équation du degré p? —ı qui a 
ces coefficients, on aura immédiatement la resolution de l'équation proposée 


Fix) ==, 


En effet d,, Ya, ++. 5p», sont alors connus, extrayons la racine p'°®° des p'—1 
équations analogues à (b), ajoutons y l'équation 


Ep AF es o ° ata SRO ae den DALLE Ba al RT De 2 yn" 


106) 


in. "A, 


A étant le coefficient du second terme de |’ équation donnée, et nous aurons p? 
équations du premier degré entre les p’ racines. 

Ajoutons ces p” équations linéaires; les premiers membres des p’—1 premières 
se déduisent de la racine p*™ du premier membre de l'équation (b) en faisant sur 
elle les substitutions (2) ; ce qui fait voir d’abord que le premièr terme de cha- 
cune est x,, ensuite que les deuxièmes termes sont les p’—41 racines différentes x, , 
La Ly, + « + s et la même chose peut être dite des 3"° termes, des 4”°%, etc. 
D’après cela, si l’on désigne par S la somme des racines de l’équation proposée , 
diminuée de x,, la somme des premiers membres sera 


(p? — 1) eo +p—ı)S+epS+apS+...+a!pS+x,—+S 
ou 
P” Xo; 
et l’on a par conséquent 
—A+V pb + bt. + We 


RE = > 


p 
cette expression représente les p” racines de l’èquation proposée; d’où il résulte que 
v de ces radicaux sont quelconques, et que les autres s'expriment rationnellement 
par les premiers, afin que cette expression soit effectivement susceptible de p” va- 
leurs. 

On aperçoit tout de suite qu’étant donnée une quelconque des fonctions +, il 
y en a p—2 autres qui s’en deduisent en remplaçant « par a’, aÎ, .. . a, et 


a 


qui lui étant semblables, s’expriment rationnellement à son moyen. 
2. Considérons une équation du s™° degré et faisons par conséquent p’ = 2; 
prenons pour » une racine de la congrence irréductible du 3° degré 


+0 +1=0 (mod. 2), 
la substitution (z, w z) devient 
2 N 2 2 2 
(10,0 ,1+0,0+0 ,1+0+0,1+0 ); 


et les s équations linéaires sont alors les suivantes: 
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rar Lo Lite La List Vet Lana = Vv, ) 
Lo + La 1 La 1 Kara? Lite DL Kran? — Lite? = VY. ’ 
Lot Lat Lite 1 Tryp? Lupa La Capa — Li = QE ’ 
Lr l'a VI; ’ 


Lo —— Karo? + Hy Late? + x, an Lys? (ur a Lite ou: Lo — Ku? == vb; ? 





Co Lite + Loge? + Lite — Ly papa? — Lu? 





Lot Citato? 7 Li a Le ra = Loi dica VŸ : 
Lot Kira? + TL lite, Hy pen? TL ha Kara? = VI, , 
Lo + Li + Lo eet Lat + Cra? loi ST Ly aw? = — Ar 

En ajoutant ces 8 équations, on trouve 

A) ei DAE VE VE Vs hit bs tet, 

A = SS e eee*— e e rter@@e—T—T—_—tt..È—_————m—t—m@m@——@—@—@t@—@ 


8 


Trois de ces radicaux que nous supposerons être Yb,, yÿ.Ÿ,, YY, ont des si- 
gnes quelconques, et les autres peuvent s’ exprimer rationnellement au moyen de 
ces trois radicaux. 

On vérifie que | 
vb; Vv. Vi, su 
est invariable par les trois substitutions 

(z, 21), (2,2+0), (2,340), 
on en conclut que « est invariable par toutes les substitutions 
(z, z+b). 
On constate de la même manière que 
vb; vb, Vi: =}, 
Vle VI, VIS 
Via Vs VI, Vr = 
sont des fonction invariables par les substitutions (z, 20). Enfin observons que 
d, 24, +34, =p 


est non seulement Invariable par les substitutions (z, 2-+-0), mais qu'elle est chan- 
gée par tout autre snbstitution; a, 6, y, « peuvent donc s’exprimer rationnelle- 


ment au moyen des quantités $,, d,, . . . , et /b3, Was» Vos, Vds sont dé- 
términés par les équations 


ES i e a ee ee a Ce 
Ve ge VS ge rh? VS Th dh? VAS TE. 


Ainsi Von a 
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aa) x È 7 “+. 

CAES (avast Ve VE VI Va men) 

Supposons ensuite que l'équation proposée soit du 9"° degré et faisons p’—3”; 
prenons pour © une racine de la congruence irréductible du 2° degré 

+20 +2==0 (mod. 3). 

Ecrivons les 4 équations 

Lo Lire Capsg AL, la D Li) + a (tata + Litao) = WY, ’ 

Lo 114 an Karat & (Cad Lara) Ha at Ku) Wins 

Lo + Het X, + a (Lire + Lo + Karo) + a VA a ocre Ws ’ 

Lot Lay + Kat (Lips + Lise Hr) + (Lp + La + Lors) = Vy. 


Désignons par WW,, WU, W's, WI ce que deviennent ces expressions quand 
on y remplace « par æ&; ce qui donne 4 autres équations; ajoutons la 9"°; 


Kot ut A Ig Arty are i Mae IO ay ct Lai ie 
et nous aurons en additionnant 
(C) mae — À +, + Ye. Vo ES AU EWU EW bs EY, 
nina 9 . 
Posons 


3 3 3 ea 
VW, WY. VW, edit 
I ! 
VY. Vis Voss 
o et 7 sont invariables par les substitutions (z, 31), et (3, 2-+- ©) et par con- 
séquent par les substitutions (3, 2 +2). D'ailleurs $, —y, est une fonction inva- 
riable par ces seules substitutions; donc e et + peuvent s’exprimer rationnellement 
au IMOyengde wr, pare tee by. On aura de méme 
f [ I I 
VI, WY Why, 
3/1! yf 3 eet 
WU, Wes Wh, =7, 


7 et 7 etant des quantités que l’on determinera de la même façon, et l’on aura 


— À + hi + Vb. 
(D) vo; 


‘ 


ole 


| 


o T 
e — 
VI, VY. VI" WY 
r > 
Ph pe ee 
PRE Ag EWE 
Wu, et Wy', étant des fonctions rationnelles, l’une de Ww,, l'autre de W%,. 


§ II. Des équations du degré p’ dont chaque racine s'exprime rationnellement 
par une autre quelconque. 


1. Considérons une équation algébrique irréductible, mais d’un degré quelcon- 
que; si l’on a entre deux racines x, et x, la relation x, —0x,, 0 x étant une 
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fonction rationnelle de x et des quantités connues, on sait que toutes les racines 
peuvent s'écrire: 

Per D Te te A ae, 


! Mt N! = if 
er ep: De he ote Oe oe 


. o je . . . . . . . . 


a™, 0909), 0° MA NINNA ge—1 x), 


m n étant le degré de l'équation et 9.x, A représentant 99x, 96°x,...; 
enfin 9 étant uue fonction telle que "x = x. 
Designons par 9, une fontion rationnelle essentiellement différente de 9, 9°, ..., 


6*7!, et supposons que l’on ait x, —0,x,, toutes les racines pourront s’écrire 


2 d—1I 
ee Re 


0 . . . . . . . . . . . è 


; 2 == 
IAA Ce CIPE 940g eg 


e ? 


. . . DI . 


et nous aurons 67.x =, g étant un diviseur du degré de léquation. 

Soit maintenant x une racine quelconque; 6, 6x est aussi une racine; ce que 
nous avons dit à l’égard de 0x et de 0, x, nous pouvons le dire pour Ge 65: par 
conséquent l'opération représentée par 6/ 6° = a pour eflet d’effectuer une permu- 
tation régulière sur toutes les racines. 

On conclut de lä que si des relations telles que x,—0x, , x, = 0, x, , etc. ont 
lieu entre les racines, 0, 9, , etc sont des fonctions qui effectuées sur les racines 
de l'équation donnent un système de substitutions conjuguées régulières s’effectuant 
sur toutes ces racines. 

Donc aussi, lorsque chaque racine d’une équation peut s'exprimer rationnelle- 
ment par une quelconque des autres, le système S de substitutions conjuguées ré- 
gulières dont il vient d'être question est transitif, et son ordre est égal au degré 
de l’équation. 

2. Supposons maintenant que le degré de l’équation considérée soit une puis- 
sauce d’un nombre premier. 

Après 4, 8 étant la puissance de nombre premier la plus petite, occupons-nous 
d'abord des équations du 8"° degré, dont toutes les racines sont telles que cha- 
cune soit exprimable rationnellement au moyen d’une quelconque des sept autres 
et des quantités connues. 

D’après ce qui vient d’être dit, il y a pour les racines autant de manières d’être 
exprimables l’une par l’autre qu'il y a de systèmes de substitutions conjuguées , 
transitifs et du 8° ordre. 

Si le systeme S de substitutions est composé d'une substitution circulaire et de 
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ses puissances, cette équation sera résoluble algébriquement par la méthode d’Abel. 
Mais outre ce système transitif du 8° ordre, il y en a 4 autres: 
1° le système des snbstitutions (z, z +2), c’ est-a-dire le système dérivé des 
irois substitutions. 
(0, 1) (0, 140) (0°, 1--o) ( +o, 1+0+ 0°), 
(0,0) (1,140) (0, +0) (+0, 1+ 0 +w), 
(0,07) (4, 1 + w) (o, © + 0°) (i +o, 1 +o + 0°); 
2° le systeme de substitutions derive de 
(0,0,1,1+ 0) (0,0 +0, 140, 1+o+o), 
(0, ©”) {1,1+ wo) (o, © + wo ) + 0,1 +0 + w); 
3° le système de substitutions dérivé de 
(0, 0,1,1+0) (1 -+P0+ 0, 140, © +w), 
(0, ©) (1,10) (0,0 +0) (1 +01 +-0+ 0°); 
4° enfin, le système dérivé de 
(0,0,14,1+4+0) (0°, +0, 1 +o, 1 +0+ 0), 
(0, © 5 4, 1+0)(0,0+0,1-+t0 1+0+ 0°). 
Reportons-nous au $ I, 2. Dans les 4 systèmes de substitutions que nous ve- 
nons d'écrire, les indices n’ont pas été pris dans un ordre quelconque, mais leur 
ordre a èté choisi par nous de façon que chacun de ces systèmes laisse y, inva- 


riable, et ne fasse que permuter Y,, da, . . . , W,: c'est ce qu'on peut verifier; 
ces substitutions sont donc de la forme 


v—ı y—2 
(2, Az + Bz? +....+H3+L). 
Insistons sur la signification de ces systèmes de substitutions. Le premier sy- 
steme suppose que les racines 


Lor Lys Hyg Lrkag Log Lite? Lotus Lytoko 
peuvent s’ecrire respectivement de ces trois manières: 
Lor Ko, Lay Élus Katy 0X423 Lupa? Late? 5 
Los Lio Lo 5 Ir y Lot > L14029 OL > OC 1402 5 
Lo Lis Cas Cys Vales Maly Val Oak 
6x, 0,3%, 0,% étant des fonctions rationnelles telles que l’on a 
er ey AG at a Le D 
Par le deuxieme systeme, on admet que les racines 
Loy Moss Lys Liza Ca Laga 


peuvent s’écrire respectivement 
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Los OL ys On Oar Ie dara ae) Paonia’ 
Many Los: Oye Bree, Balbo dea u ers 
dx, 6,” étant des fonctions rationnelles telles que 
Che eo in, dei 
Par le 3"° système, on suppose que les racines 
Lor Los Kıy Kırar ors Lika Linus Kar? 
peuvent s’ecrire 
We UE, dd, dde dada ra Cm a: 
Los Las Li Citer Cor WX yey Wy, Oo » 
0x, 0,x étant des fonctions rationnelles telles que 
BE Es Li Cr 
Enfin, par le 4° système, on considère les racines 
Lor Kay Kıy Kıray Lar Harn? Lisp29 Liew? 
comme pouvant s’ecrire 
Meee DD UT, La bras 02, Paz: 
POW EAN PCR ER CE ee SAT CR 
et Yon suppose que l’on ait 
ae a A ees Co al: aw Le 
Remarquons maintenant que si nous avons 4 faire deux des substitutions qui 
figurent dans l’un des systèmes S, l’ordre dans lequel nous ferons ces deux substi- 
tutions sera indifferent; par conséquent si nous avons à faire les substitutions d'un 
des systèmes S chacune un certain nombre de fois, nous pourrons les faire dans 


l'ordre qu'il nous plaira. Donc pareillement on peut intervertir l’ordre des fonctions 
9 sur les racines, et l'on aura dans le premier cas 


CLR a Or, 
| 09,0, x = 00,0, x = 0,0,0 x = 0,00, x = 0,00, x = 0.0,0x, 
dans le second cas 
Ber, 
et ainsi des autres. 
Cela posé, prenons une fonction 
CRA D}, 
dans la quelle x désigne une quelconque des racines, et p, x, pa Ly+ ++ 4 Py x 
les sept autres qui sont des fonctions rationnelles de x de la forme 65 6, 6° xou 
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6° 0° x, et imaginons que cette fonction soit invariable par les substitutions d'un 
des systèmes S. Faisons une de ces substitutions ; cela revient a faire sur toutes 
les racines une des opérations 0, nous aurons donc 


@ (= 9 (62, Cup Hy Bu, Ly «+ 9 OT), 
et d'après ce que nous venons de dire 


fr. 


Oye CES TC ARRET i 
nous arons donc 

9 (x) = 9 (6x). 
Le même raisonnement prouve que l'on a 


XL) = 9 (Up x) =F X) =... = OU, x), 


et 
Ax) = § [9 (a) our x) +9 (tart) +. lee]; 


la fonction 9 (x) peut donc étre déterminée comme une fonction symétrique des 
racines de l'équation, et par suite exprimée rationnellement par les coeflicients de 
cette équation et les quantités connues. 

Cousidérons le premier cas. Les fonctions 4, , d, , . .. , 4, sont invariables par 
les substitutions du premier systeme S, on pourra donc les détérminer comme des 
fonctions symétriques, et l’on aura toutes les racines par la formule (PB) du N.° 2, 
§ I; car «, 6, y, «, étant invariables par les substitutions du système S sont aussi 
des fonctions que l'on sait déterminer. 

Passons au 2° cas. La second substitution laisse invariables les fonctions ®, , d, , 

.+5 %,3 la première laisse invariables %,, 45, 4,, et permute entr'elles les fon- 
ctions Ya et da, 4, et ds. On voit donc que Ÿ,, 45, Y, peuvent être determines 
rationnellement; et que, Ÿ, ba, d. +43 et 4, ve, Yu de pouvant être calculées 
de la même manière, on peut poser 


b, = A + vB, dg À — VB, y= C+ yD, ts = CT— yD, 
A, B, C, D étant des fonctions rationnelles, et les racines sont ainsi données par 
la formule 
xo = Eh VA VE + VA— VB + C+ yD +VC— VD + y/45+V4)). 
Mais il convient de donner a I’ expression des racines dont il s'agit, une for- 


me qui ne donne que ces 8 racines. Commençons par constater que la première sub- 
stitution change 


VO.» Vh2 ; vba, vb Vi; V6; Vl, 
respectivemnt en 
vb = V¥35 Via» Vie» asa V5 5 apes vb; mer VI; 


puis écrivons les fonctions 
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el . —— 
Vis vb: Vo, = 
tie — (4 
Vs vr, vhs = 8, 
N 
Vi ya Vhi + Vie Vi) 
vb (Via Vhi—Vh Vs) = 83 
on vérifie que «, 6, d, sont invariables par les substitutions du 2"° système S, 
et peuvent par conséquent être determines rationnellement. Supposons done que 
l’on se donne ÿ4,, Yd,, Y¥,3 la première des 4 formules donnera 4/43, la 2"° 
V?5. les deux autres Vy, et Ye, et l'expression (A) du § I, 2 ne donnera plus 
que 8 valeurs. 

Considérons le 3° cas ; il peut être traitè tout-a-fait comme le précédent. La 
seconde substitution du 3° système S laisse invariables 4, , Ya 35... , d,; la premiere 
laisse invariables 4, , 45, $, ainsi que 4, + ,, d, 4, et da +6, Ya Ya. Mais pour 
mettre l'expression des racines sous une forme qui n’ait que s valeurs, nous com- 
mencerons par observer que la première substitution change 


Vh vba; vb: » Vb, > Vs, Vle» VI, 


respectivement en 


VI: VI, Vide» Vas VIS VI8 VI; : 


Supposons que nous nous donnions 4/4, , YY,, yd;; nous pourrons déterminer 
les autres radicaux au moyen des formules suivantes: 


Ves Vb, Vb =6; 
VO, VI. VI; Voi = % ’ 
Vir (Vb, Vos + Vs VI) = 5, 
vb; (vH, V3 — yy. Vide) =p: 
car on vérifie que 6, &,, €, pg sont invariables par les deux substitutions du 3° 
systeme S et peuvent par suite étre calculées comme des fonctions symétriques. 
Traitons enfin le 4"° cas. Les deux substitutions laissent },, 45, Y, invariables; 
la première permute 4, et 43, 4, et Ye, la seconde 4, et Ye, Ya et y,. On re- 
connait facilement d’après cela que Ÿ, et 43 dépendent de l'équation 
u A u+B—0, 
b, et 4g de l'équation 
u+A, wu+B,=0, 
A, B, A,, B, gtant invariables par la première substitution, et toute fonction sy- 
métrique de A et A, ou de B et B, étant invariables par les substitutions du sy- 
stème S. Donc A et A,, B et B, dépendront d'une même équation du second de- 
gré dont les coeflicients seront rationnels. Mais cherchons a mettre les racines 


sous une forme qui ne soit susceptible que de 8 valeurs; donnons nous encore 
a 
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Vii, Vh2, VY, et déterminons les autres radicaux. On pourra vérifier comme pré- 
cédemment que 

vl; VI, vi = fi 
est invariable par les deux substitutions ; ce qui donne yys. Il en est de même 
des deux fonctions 


Sa 
+ 


Vas (Vos Voge VI: Vie) = 
Vos (VI: vdi — Vi: Vi) = 





eo 


» 


qui donnent 
_ Obs — ep 
vr En oy, vb; Vv, A 


Restent #43, Yb, qui seront donnés par les deux équations 


Vo, (he Vos Vo Voy) = u, 
Vos (Vb. Via — V6 Vi) = À, 
u et À étant encore invariables par les 2 substitutions du système S. 

3. Supposons que nous ayons une équation du 9° degré dont chaqne racine 
s'exprime rationnellement par chacune des autres. 

En mettant de coté le cas du système de substitutions composé d’une substi- 
tution circulaire de 9 lettres qui se résout par la méthode d’Abel, il reste le cas 
du système de substitutions du 9° ordre composé de toutes les substitutions (z, z+-0). 
(Il en est de même pour toute équation dont le degré est le carré d’ un nombre 
premier). 

On pourra dans ce cas résoudre l’equation au moyen de la formule (D) du § I, 2, 
dans la quelle ¢, 7, o', 7’, pourront être calculés comme des fonctions symétriques. 
On aura d’ailleurs 


WY, VI, eat, WY. Vt, =n, 
m et n étant des fonctions symétriques; ce qui permettra d’exprimer Yy,' et f/4", 
au moyen de Wp, et |Y,. 

§ II. Sur la résolution algébrique de certaines classes d'équations du degré p . 

Nous allons appliquer la même résolvante à la résolution de certaines équations 
du degré p dont on connait des relations entre les racines. 

1. Nous considérerons d'abord une équation du 9° degré qui a été rencontrée et 
résolue pour la premiere fois par M. Hesse dans une recherche des points d’infle- 
xion des lignes du troisième ordre (*). 

Soit F (x) —0 une équation du 9° degré, et supposons que @ étant une fon- 
clion rationnelle et symétrique de deux quantités ; on puisse toujours étant don- 
nees deux des racines x, et x,, en trouver une 3"° x, , telle que l'on ait 





(*) Journal de M. Crelle, tome 34. 
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Lo = 8 (x, ’ Cali ad (ea dir La re (ES > Li): 
Il est alors facile de reconnaitre que les 9 racines peuvent être separées de 4 
manieres en trois groupes de telle sorte que les trois racines de chacun de ces 


groupes satisfassent à ces conditions; ces 4 manières de séparer les racines en groupes 
seront: 


Lo Lio H 94. 90 ? Li Karo Law 9 La Ly XL 14900 3 

Lo Kırza Kara 9 “Hy Hy Karau 9 Hoy Lise Ho 3 

Lo La Xr» Lite Lo Loto ’ H 94. 90 Iran Kon 3 
Lo XH ou Ly 9 Hy 4.00 Lite 19 Karo La Lynone 


Nous appellerons associées les racines de chaque groupe. 
Considérons x, 5 X13 X42, (ce que nous en dirons, sera applicable à trois raci- 
nes quelconques non associées), on aura pour les 9 racines: 


Lor Ly = 0 (Los Lis Lu = 0 [Ex 5 Lyssa) 9 (Kran. xa) ’ 

Cir Lita = 9 Lo: 3 ous Koran 3 8 Weser ’ Col 9 (Lo » da) 

Lan Lac == (es > Lol: Lay = 0 [O(a , ls 0 (x, ’ To) 

Considérons maintenant la fonction 
[Lo + Livo + Lapo) + (+ Loy e Lou) + (LC, + + Css) = Yr» 

elle n'a que 8 valeurs, si chacun des trois groupes de trois racines est assujeti à 
représenter trois racines associées; donc cette expression ne dépend que d'une équa- 
tion du 8° degré, et il est aisé de reconnaitre qu’ elle peut se décomposer en 4 


equation du 2° degré au moyen d'une équation dus 4"° degré. 
Recherchons d’abord l'équation du 4™° degré qui donne la fonction 


Uy == Lo Hise L34261 +X, Loto Hoy La La Hy 4.209 > 


et désignons par &,, U,, U3, U, Ses 4 racines; si l’on remplace les racines par 
leurs valeurs écrites ci-dessus, on trouve 


| Lo x ate, ? Catia) x 6 [0 Were, ’ Col 0 (5 > x) 
uU, = + Li X ÉTÉ 9 Xo) X Gg [0 (Xo ? Xi): 0 (x, ? Lau) | 
+ Cita X 8 (Los TL) XI [0 (ay; Ciao). P(X ya 9 Lol: 


Mettons dans cette expression de w, pour æ,, X, æ,4,, trois racines quel- 
conques non associées; le nombre total des conbinaisons de trois racines est 843 
donc le nombre des combinaisons de trois racines non associées est 84-12 OU 72. 
D’ailleurs Vexpression de w, est symétrique par rapport aux trois racines 2,5 Li» 
Xu; donc le nombre des valeurs algébriques de u, est 72. Remarquons ensuite 
que ces 72 valeurs de w sont égales 18 à is, puisque 72— 18 X 4, el Yon a 


nr 


(a) ur + Us | u + U, == È » lt BES 3 Xe : eS 


i 
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Lys Lz, x, réprésentant trios racines non associées quelconques, et u(x, , X25 x.) 
l'expression précédente de x, dans laquelle on a remplacé x 
az, æ On pourra donc former l'équation en w; car on a 


o? “rs X1+20 Par 
Cos 


m 


Del rs oO Adua ea 
Lay Ly, X, Étant trois racines quelconques et x,, X,, x; trois racines associées; 
ainsi Vu (Cu, Xp» x,)" est une fonction symétrique; quant a Vu le SERE Aang 2 pi 
on remarquera pour la calculer que u (x, x, X) =U bat Crs PES 20 or 
Vu (x, 0 we) reuférme 43 Ternieszer Su Css I "A | à en renferme 
SX — 12X.3; on a donc 
Vu (rites BORN MC une 
La formule (a) permettra donc de calçuler l’équation en x: 
ut +-P, w—+-P, u HP; u+P, =o. 

Soit v une fonction symétriquo des deux fonctions: 

di = [LA Ly gw Karo + CPE. + Lay.) Ha Lo 1420) |r 

Y= [eo Lipa Conde Ha ET, A La) ar, Ex, A Apa); 
v est semblable a u, et aux 4 valeurs numériquement distinctes de zz, , 2, ua, UW, , 


corréspondent pour » 4 autres valeurs numériquement distinctes »,, »,, v3, Y,. Con- 
siderons wv; cette expression est susceptible de 4 valeurs numériques 


U,%,3 Uo Vis Up Vas My Vie 
L'expression 
UV HU Va Us V3 ru V =, 

est done une fonction que l’on peut calculer en appliquant la méthode qui a été 
exposée pour déterminer l'expression (a), et les quantités »,, v,, v3, », seront don- 
nées par les 4 équations 

vtr V3 =) 

Ub, Vr All, Vg 3 HUIV, =; 

ui Vp ru, UV Uy, =F, 

Wi, Us Va ru, += 3, 
et l'on calculera par conséquent »,, v,, v3,v; par la méthode ordinaire des fon- 
ctions semblables. Donc Ÿ, et Y', sont données par une équation du second degré 

(0) di+TAY+B=0, 

dont les coeflieients A et B sont des fonctions symétriques de y, et Y, et par 
suite des fonctions rationnelles de w,; on aura de même les autres valeurs de J 


par des équations du second degré au moyen de w,, 3, ty, et l'on obtiendra les 
racines par la formule 
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8 3 3 9 8 ! 8 f 8 ? 8 f 
da ne A AVI PVI EV EVE EV eV Va Ve 
e e ee a 
2. Il ne reste plus qu'à voir comment cette expression pourra ne représenter 
que les 9 racines. D’abord, au lieu de calculer la quantité B=, Y, pour avoir 
le dernier terme de l’équation (b), on pourra calculer de la même manière 
3 3 I 
be V Ù, V d 1? 
ce qui donnera YyY,; on aura de même VY,, V¥3, Vy au moyen de V Ÿ, , 
Vi: Va 
Nous pouvons ensuite écrire les valeurs de Vg,, V¢., YY, ainsi qu'il suit: 
Lo ir 9 (23 ? Sn à 0 (AT ) Lo); O(a, ’ x,)] 
je 
“te x l X = 9 (Ct Lan > Le) cr 6 [0 ES ? Li) 0 Le, 3 ced ; 
2 i) a 4 
Ha’ Lira OO (Loy Li) Ae [0 ERO SANTA CARE xo) | ; 


VY 


| 


Lo Ti + 0 (X +20 9 ee) 
Vi. = + 2 0 x 4209 La) 012 2s LAR | X Lo) A 59 21) | 
ae 19[9 (x, ? Xi) 6 (x, ? ES +0 (x, ? Kira Folk, » © ) È 


c,t-0[0x,: a) G(x, ’ L14 20) | 9[ 8 (ary ’ Zt Arten) | 
Vi a Listen TO (Li Kran) + Li À 


+ a” i KR rau Lo) +0(Lo3 Li) 0X +20 Lo) G(x, ? x) | | i 


L'expression de 4, a 6 valeurs par les permutations de x,, æ,, 1-05 il en 
est de même de F(Vd., Ÿ/%:}, F étant une fonction rationnelle et symétrique. 

On peut reconnaitre ensuite que toute substitution qui ne change pas la va- 
leur numérique de F(ÿ/%,, Y 4) laisse invariable la valeur numérique de y 4, , on 
en conclut d'apres un article de M. Kronecker (*) que l’on a 


> 2 Se fi à 

(e) VIA, Yon) 
À étant une fonction rationnelle et symétrique. Or, en remplaçant dans les expres- 
sions ci-dessus de \¥t,, Wd,, Wh, les racines x,, x,,., par d’autres, on peut 
faire que la première représente Y 4, ou #4, et les deux autres expressions les 
deux autres racines cubiques, on a donc les deux autres équations: 


(e) VEN VI) Wy =AW Vo) 
En se reportant au $ I, 2, on voit que les trois relations (e) doivent revenir à 
celle-ci : 





(*) Note sur les fonctions semblables des racines d’une équation (Journal de M. Liouville , tome HT, 
2e serie). 
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(g) vs, Wb. Wo, Sees 
x étant une fonction ratiennelle de 4, , ~,,... 3 or si nous faisons sur la rela- 


tion (g) la permutation circulaire (4, y, $3 di di Ya Ya 44), cette relation subsi- 


stera évidemment, et nous aurons la même relation entre les trois | des groupes 
qui suivent : 
I I f I 
(N vb, Un UE b, da ys UE vy Vas UA vy b3, 
I I I I I j I f 

VEDA UE ba UE ti» UE py da, by d, pz. 

Dans ces groupes on voit réunies deux quelconques des fonctions 4 , excepté 
r [ I r 

UF et Yi UE et Yo» bs et bes, by el UE 

Enfin examinant le tableau (f), on appercoit que les relations telles que (g) qui 
existent entre les YY sont invariables par les substitutions qui ne changent pas la 
fonction symétrique des 4 fonctions: 

r I r if 
Ya da + da Ya + di ÿ2 V4 > 
I i lf r 
by by be La pt. Ya Y ’ 
I I f r 
d, Pi + 43 by P,+ 3 Yu UE ’ 
I I I f 
Va U IN ce à Lt 
On reconnait facilement dans cette fonction celle qu serait invariable par toutes 
les substitutions 
(z, Az’ + Bz), 
si l'on voulait donner pour indices aux fonctions y les racines de la congruence 
z®==1 (mod. 3). 

Nous arrivons donc à ce résultat remarquable que tandis que les relations don- 
nèes entre les racines de l’équation proposée sont invariables par toutes les sub- 
stitutions 

(z, Az Bz + 0), 
les relations entre les Wy sont invariables par les substitutions 
(z, Az’ + Bz), 
si l’on veut donner aux 4 les mêmes indices excepté zéro, qu’aux racines x. 

Enfin pour revenir à l'expression (d), nous pouvons nous donner arbitrairement 
les valeurs de f/4,, Wd,, en déduire celles de WW‘, et Yu’, , et nous aurons les 
4 autres radicaux par les formules 


A a 
= y Tr. 
“rave "ere em ma 
3. Supposons en général une équation du 8° degré dont les racines soient 


Cio Ho; Kira Los Lake 3 Lotus Liana Lou) 
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et qui soient telles que l’on ait 
X, = ph (5); X, Bh 


Lite = 6 Ep ? GANT À Le = 6 DEV > body Lato — 0 CEE ? als 


X 24.20 = 6 Dee ’ CAT X20 = 6 es aus Low = 0 (aa dash 


py. étant une fonction rationnelle”, et 0 une fonction rationnelle et symétrique de 
deux quantités, et supposons que ces mêmes relations subsistent si l’on fait sur 
elles la substitution (z, © z) une fois, 2 fois et 3 fois. On peut résoudre cette équa- 
tion tout-a-fait de la même manière que l'équation du 9”° degré que nous avons 
étudiée dans le N° 1 de ce paragraphe. Seulement au lieu de se servir des fon- 
ctions ¢, on emploiera la fonction 


> 2 EA 

Lite Lagon A (Ly + Lapo Lo) + 2° (La + Lo Ly 4.20) = Sr 
et les foncti i >]: lédui pdl bsti 
et les Ionctions $,, 53, Sq, Sys Sa» $35 Sy, que Lon en deduit par la substitu- 
tion (z, © z) et ses puissances. Onexprimera s, au moyen de x, et x,.,,, On for- 


mera 4 équations du second degré en s, comme nous avons formé 4 équations du 
2" degré en y dans le N° cité et s,, 5,, - . . , s',. étant trouvés, on aura 


f 
—A+ 5, + as, Ha ss Has, Hs, +o? 5S), ass mas, 
Lite —= ’ 


9 





et l’on obtiendra les autres racines en faisant sur cette formule simultanément les 
deux substitutions (x, 2x,,,) et (s, 5, . . . se). 

4. Considerons encore une équation du 8° degré, et supposons que 0 étant une 
fonction rationnelle et symétrique de trois quantités, on puisse, après s'être donné 
trois quelconques des racines x,, Xu, X. en trouver une 4° x, et une seule, 
telle que l’on ait 


X = 0(x,, Kur ha) Li = 6(x,, Xie 9 x.) A erde Lo 3 X.) 


Lite —=0(L,s Lis La) 


o? 

Les quatre autres racines x,23 X14+u23 Loto? > Cr4u+n2 Satisferont aux mêmes re- 
lations. Alors les 8 racines peuvent se partager de 8 facons différentes en deux grou- 
pes, tels que les racines de chaque groupe satisfassent à ces relations; ces decomposi- 
tions en groupes sont les suivantes: 


Lo Lr La Lits La Lisez Kara? Lli+o+w2) 
Ho Ku Ku? Leyes Lino Lr Kırara? Kira? 
X, Lu Kıza Kızasa?2? Korn? Hy Lika? Lr» 

Lo Lita Kara? Cisw2s Crpwta? Lo Li Ly; 

Lo Heya? Lisa C19 ypu? Lita Ly Lat 3 


5 L14412 XH 5 442 Ku) LX, Korn? Ln2 Lits 


Ser 


Lisio? Ly Lo) Lo Kızara? Lio Luke? » 


(e) 


Tom. IV. N° 3. 1861. 17 
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Nous nommerons encore associées les racines de chacun de ces groupes; considé- 
rons trois racines quelconques, elles figurent dans un de ces groupes et dans un 
seul. C’est pourquoi, ce que nous dirons de x,, Xu, x,2 et de la racine x. 
qui ne leur est pas associée sera vrai pour 4 racines quelconques non associées. 
En exprimant les racines au moyen de x,, Xu, Xu?» Lu+w2 3 NOUS aurons 
Ly 9 Lu) L,,25 L'otu2 9 
ESS CCE NIET a = AL Lee als 
Kram (Lis La) X u+02)) Citato? = 0 Be RE 
Considerons maintenant la fonction 
LT EE 
(Lo + Li torte er Lot ETC ELU LE Lika? T LA) == UA ’ 
et imaginons que les racines qui y ont le même signe, soient seulement assujeties 
à être associées; cette expression aura sept valeurs, et d’après les expressions ci- 
dessus, 4 peut s’ecrire 
2 
DL Lass Kara) oe LRO (LS, Lotus La) 
— 9 (Hy Lors Ley) — Kur Lasa — 0 (Ly25 Ly, Lo) 


Y= 


et si dans cette formule on met au lieu des 4 racines qui s’y trouvent, 4 racines 
quelconques non associées, cette expression n'aura que sept valeurs numériques. On 
observe sans peine que $ est invariable par les trois substitutions 


(x; Xu) (ae Lana (Li 2) (Ca Lun) 


et par suite que Ÿ acquiert 3 valeurs par les permutations de ces quatre racines. 
Arrivé la, ou pourra calculer I’ équation en y tout-a-fait comme nous avons cal- 
culé l'équation en uw dans le premier N°, en determinant 


m 


net Eee fi 
on doit toutefois observer que les deux premiers termes de l'équation peuvent être 


calculés d'une manière extrèmement simple; car on aura 
2 2 2 
Art. Hs Hr +. Le mi PP) 
TE pe et te. tai) 
4 1,2 2 AL 0 L L+u+% 
AS di ++... +4 = ia: 2 7 
EX BKL XL pt Tito) 


et les seconds membres sont des fonctions symétriques des racines indépendamment 
des relations données entre ces racines; $,, Ya» . . . 3 $, étant trouvés, on aura 
les racines par la formule 


(A) LEE VIVI 
8 
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et la résolution de l'équation proposée s’est trouvée ramenée à celle d’une équa- 
tion du 7"° degré. 

5. Etudions cette équation du 7° degré en y. Si l’on remplace dans 43 et 4, 
($ I, 2) les racines par leurs expressions comme dans 4, , on trouve 


Vi =} Ras Lar Kara) + Las Hels 3 ory Cata) +0 (Er Eur Lod) 
Land le 0 (Lu Later Le 
fees OL Cat) Cata?) + Ly poe + 011) Lars Loren?) A AL Leen?» Li) 
— XL,2—XH, —9(x,, Ku > 2X2) Er 
Vi» Ves, Yq étant écrites ainsi, yy, est semblable à F(ÿ/43, 45), F étant une 


fonction symétrique, et toute substitution qui ne change pas la valeur numérique 


de F(y%3, y4;), ne change pas non plus celle de yg,. On en conclut comme dans 
le N° 2 que l'on a 


VI = 2 (Vhs, hi), 


À étant une fonction rationnelle et symétrique. Or en faisant des substitutions sur 
3 

les racines qui entrent dans les expressions de Y4,, Ya, vd, la premiere pourra 

représenter yYd3 on yy, et les deux autres expressions les deux autres racines car- 

rées; ce qui prouve que l’on a ces deux autres relations 


Vis =) (Vy, ’ Vi): Vi, — À (Vt, ) #3). 
Mais on remarque d'autre part, d’après le $ I, 2, qu'on a 
(8) vi VI: V4 —u 9 


x étant une fonction exprimable rationnellement au moyen de Y, , $2, ...., $5. 

> Il est ensuite évident que la même relation subsiste si l’on fait sur elle la sub- 
stitution circulaire (ÿ, Y, . . . $,) et ses puissances ; ce qui fournit 7 relations. 
Par conséquent l’ensemble de ces 7 relations reste invariable par les memes substi- 
tutions que la fonction 


Yi da bg + Ve Va bse Ya bs Vo + hy de by + Ps by dr be Di dat Wr de da. 
Si nous changeons respectivement 
Yi be, Ÿ3 5 di è Us 5 V6 » UF 
en 
bi» Vito Din » Vu2 > Vıraraz 3 Yu» Date? 3 
cette fonction est invariable par les substitutions 
(z, Az? + Bz? + C2) 
éfféctuées sur les indices. Ainsi comme au N° 2, nous arrivons à cette conclusion 
que les racines de l'équation proposée sont liées entr elles par des relations dont 
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l’ensemble reste invariable par toutes les substitutions 
(z, Az? + Bz? + Cz -+D) 
et que les racines de I’ équation en y sont liées entre elles par des relations in- 
variables par les substitutions 
(z, Az” + Bz° + Cz). 

On voit d’après cela que si l'on se donne trois radicaux de |’ expression (A), 
qui ne soient pas lies entr’eux par la relation (g), les autres s’en dèduiront ration- 
nellement. Si l'on se donne par exemple ÿ4,, ÿ4,, V4;, on aura 


a a A 
n eee er = 
$3 = de = a V5 = Vi = 
Vee Ta = gra Ven Me VEE 
L’équation en $ n'est pas en général résoluble algébriquement; cependant cette équa- 
tion du 7° degré est remarquable en ce que, si l’on se donne trois des racines qui 


ne satisfont pas a la relation (g), les autres s'expriment rationnellement au moyen 


de ces trois racines. 


PURA ED APPLICATA. 133 





SUR UN SYSTEME DE COURBES ET SURFACES DÉRIVÉES , 
ET EN PARTICULIER SUR QUELQUES SURFACES ANALOGUES 


AUX ELLIPSES DE CASSINI. 
PAR. M. WILLIAM ROBERTS. 
— dd 


1. Dans le Mémoire qui suit, nous nous proposons d'exposer une extension que 
nous avons donnée à la theorie des courbes successives dérivées, qui se trouve dans 
le journal de mathématiques Tom. X première série page 177. Nous espérons que 
le développement de la généralisation dont il s’agit ne sera pas dépourvu d’ in- 
térét pour les géomètres. Elle nous a conduit à la découverte d’un système de sur- 
faces , fournissant une analogie frappante avec les ellipses de Cassini et spéciale- 
ment par rapport à leurs propriétés focales. 

2. Si l’on abaisse d’un point fixe 0, une perpendiculaire sur la tangente à une 
courbe donnée, dans un point quelconqne P et si l’on désigne par P, le pied de 
cette perpendiculaire, la position d’une tangente a la courbe, lieu géométrique de 
P, , peut se déterminer très-simplement. En effet TP, étant la tangente (ou il faut 
observer que T est situé du même côté de OP, que P, l’est par rapport à P) l'angle 
Brel est: eval at OPP. 

Cette propriété n’est pas bornée à la courbe lieu de P,. Si Von détermine un 
point P,, au moyen des relations suivantes 


PS (OP) (OP): 7, langle POP,, =m POP, 


m étant une quantité quelconque positive, entière, fractionnaire, ou même incom- 
mensurable et P,, étant situé du même côté de OP, que P, l'est par rapport à P, 
le lieu du point P,, jouit d’une propriété semblable. En effet, TP,, étant la tan- 
gente, et sa direction étant comptée comme celle de TP, au-dessus, l'angle OP,,T 
sera égal a OPP,. 

En supposant que m=0, 1, 2, . . ou bien généralement un entier quelconque 
positif, cette construction nous donnera la courbe primitive , ainsi que toutes les 
dérivées positives, que j'ai considérés dans mon mémoire du Tom. X du journal 
de mathématiques. 

Mais on peut admettre des valeurs négatives en prenant soin de mesurer l'angle 
POP_, de l’autre côté du rayon OP. Dans ce cas on obtiendra la courbe derivée 
lieu de P_,,, d'apres les relations suivantes: 


OP NOR WORT ZPO "= 77 ROLE 


et la propriété tangentielle comme nous l'avons deja énoncée, aura lieu. 
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Les courbes de cette serie, qui répondent a des valeurs entières de m seront 
les courbes négatives de mon ancien mémoire. 

Il est important d'observer que quoique m, et m’ soient positives, ou négatives la 
m' derivée de la mi"°, regardée comme courbe primitive, sera la mi" dérivée de la 
m', et toutes les deux seront la (m--m')*"* dérivée de la primitive, courbe de l'ordre 
zero. Il sera utile de ne pas oublier, que cette remarque s'applique également au 
cas des surfaces dont nous allons traitér plus bas. 

3. Par une autre méthode de génération, la m°"° dérivée, positive ou négative, 
peut être présentée comme une enveloppe ou comme un lieu géométrique. 

1° Soit r un rayon quelconque de la primitive issu de l'origine, O, et la m‘*™ 
dérivée sera l'enveloppe des toutes les courbes données par l'équation polaire en- 
tre les coordonnées R et Q, 


Q étant compté du rayon r. 
2° La mie dérivée est aussi le lieu des sommets des courbes (c’est à dire, des 


points, où les rayons issus de O les coupent normalement) ayant une équation de 
la forme 


R™ cos — =«” 
m 


1 Q 1 


et touchant la courbe donnée, a étant une quantité constante pour chacune de ces 
courbes. 

Ainsi, par exemple, la seconde dérivée négative est l'enveloppe de toutes les 
paraboles ayant l'origine pour foyer commun, et les points divers de la primitive 
pour sommets, et la dérivée fractionnaire (5) est lieu des sommets des hyperboles 
équilatères ayant l'origine pour centre et touchant la primitive. 

4. Ceci donne une extension intéressante a la formule pour la rectification des 
courbes dérivées, qui se trouve dans notre mémoire déjà cité. En effet on peut sup- 
poser, que dans cette formule, savoir 





do BETEN do Bs r?’do’ 
dr? dr dr? frdw\">* 
ds, == ned Se rdr 
dr 





dai aa mon 
Ar 


n ait une valeur quelconque, au lieu d’étre borné au cas des nombres entiers, et 
elle nous donnera la longueur de l'arc de la dérivée, qui répond à la quantité » 
de la courbe primitive dont r, et w désignent les coordonnés polaires. 

K , x > . . o ew | . , * , . 

5. D'après ce qu'on vient de dire, il est aisé de voir que la dérivée fraction- 


naire (5) d'une conique rapportée au centre, sera une ellipse de Cassini concentri- 
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que avec la conique , et ayant les mêmes axes, quant a la grandeur et a la di- 
rection. 


La cassinienne, dérivée de l’ordre (4) d’une ellipse est composée d’une ovale uni- 


que, tandis que la dérivée d’une hyperbole consiste en deux boucles fermées , les 
quelles deviennent deux points seulement lorsque la primitive est une hyperbole 
équilatere. La lemniscate de Bernoulli est la dérivée dont le plus petit axe s’anéantit. 
Les distances, comptées du centre des foyers de la cassinienne sont aux distances 
de ceux de la conique dans le rapport constant de l'unité à 4/2 d'ou il s'ensuit que 
un système des coniques homofocales aura pour dérivées un système de courbes cas- 
siniennes homofocales elles-mêmes. 

6. Cette théorie a son analogue dans Ia géométrie des trois dimensions. En ef- 
fet soit P, le pied d’une perpendiculaire abaissée d’un point fixe O sur le plan 
tangent à la surface donnée primitive au point P alors le plan tangent à la sur- 
face lieu de P, sera perpendiculaire au plan POP, et sa trace TP, sur ce plan fera 
avec OP, un angle OP,T égal à OPP,. ‘ 

Supposons qu'on fasse dériver de la primitive une surface de la manière suivante. 
Dans le plan POP, qu'on détermine un point P,, au moyen des relations suivantes: 


OP, = (OP,)” (OP)'—”, langle POP, = m POP, 


dans lesquelles m peut avoir une valeur quelconque positive ou negative. Alors le 
plan tangent a la surface lieu de P,, sera perpendiculaire au plan POP, et sa trace 
TP,, sur ce plan donnera l'angle OP,,T egal a OPP,. 

On ne doit pas oublier de compter l’angle POP,, précisément comme nous l’a- 
vons expliqué dans le cas des courbes, selon que m est positive, ou négative. 

7. D'une manière complétement analogue à ce qui a lieu pour les courbes, les 
surfaces dérivées peuvent être présentées comme des enveloppes ou comme des lieux 
géométriques. 

En effet supposons qu'on fasse tourner autour du rayon vecteur quelconque (r) 
de la surface primitive une courbe ayant pour équation 


1 1 
R” =r” cos se 
m 
Q étant compté du rayon r, ce qui nous donnera pour chacun des rayons de la pri- 
mitive une surface de révolution. La surface enveloppe de toutes les surfaces de 
révolution, qui s’obtiennent ainsi de tous les points de la primitive sera la m*™ 
dérivée. 
La mime dérivée sera aussi lieu géométrique des sommets de surfaces qui tou- 
chent la primitive , et qui sont engendrées par la révolution d'une courbe ayant 
pour équation rapportée au point fixe comme l'origine 
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4 Q L 
R” cosi 
m 


autour de l’axe duquel l'angle Q est mesuré. 

8. Etudions d’une manière plus particulière les surfaces dérivées de l’ordre fra- 
ctionnel (4). Soient r, &, B, y le rayon vecteur, et les angles polaires d’un point 
quelconque de la primitive, 7, , &» br» 7: les mêmes choses pour la dérivée pre- 
mitre positive, et r; a ß: 7: les mêmes quantités par rapport à la dérivée fra- 
ctionnaire (3). 

Alors on aura évidémment 

Pr 


x = rr, cos @, a Vrr, cos Di Vrr, cos y: 


ro le 
D 


COS & + COS 4, = 2 COS a: cos È 9, cos B +cosß, = 2 cos f: cos + 


COS 7 + COS y, = 2C0S y: COS 3 0 
ou 
rcos§ =r, 


ce qui nous donne, pour les coordonnées de la dérivée (5) les valeurs suivantes 

Londres 

Va Vr+r, 

Le TAU Ty 
Va 


Vr+r, 


(COS « + cos a,) 


3 








(cos ß + cos ß,) 


1 rr 
siva Tess (cos y + cos 7;,). 


Pour faire une application de ces formules prenons un ellipsoide rapporté 





N 
sole 


au centre, Savoir 


VA, 
= +-+ TE ae Ce 4 
pour surface primitive. Ce ci donne 
À? cos a, B? cos 6, C? cos y, 
cosa = ———_ ; cos ß = —— , 0089 a aa 
TT. Tr, rr 


d'ou l’on déduit 


1 /A° +r: 
x ay (= = lu Xi 
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È . 
en sorte quon ait 


2 x? (A? + ri) cos? a, 2747 (B° +rî) cos? ß, 
Part ri+ri Bern ri +rî 
»2t (C2-E ri) cos*y, 
C+rî ri+r! 


Prenant la somme de ces expressions, on en déduira en se rappelant que 
A? cos? a, + B? cos? 6, + C? cos? y, = ri 


et en supprimant la caracteristique de la dérivation dans les coordonnées pour l’é- 


quation de la dérivée fractionnaire (5) d’un ellipsoide rapporté au centre 


2 


20H Zona 22 
Roast ee GRE Maui Dont dar melon dinars far 0 
ey’ CH + +R x +y +23 +E 
Cette surface dérivée d’un ellipsoïde d’après une construction tout à fait analogue 
a celle par laquelle 1’ ellipse de Cassini dérive d’ une ellipse , jouit comme nous 
allons le faire voir d’une variété de propriétés intéressantes, qui lui font mériter 
une désignation spéciale. En nous servant du nom Cassinienne pour désigner l’el- 
lipse de Cassini, nous appelons notre surface la Cassinoïde, dénomination que les 
résultats que je vais établir semblent pléinement justifier. 

10. Rappelons-nous mainténant que la première dérivée d’un ellipsoïde est la 
dérivée fractionnaire (;) de la cassinoïde, ou bien le lieu des sommets des hyper- 
boloïdes équilatères de révolution à deux nappes concentriques avec cette dernière 
surface , et tangentes à elle-il s’ ensuit donc que «, ß, 7, seront les angles que 
fait avec les axes l'axe de révolution d'un tel hyperboloide, tangent à la cassinoide 
au point ayant x:, Yı, Z:, pour coordonnées, et que cos a, , cos, , cos y, S expri- 
méront en x: ÿ: 2: par les équations que voici 


Ra: 
aes paro SL TEE: 


Ry: Rz: 
COS, == ) cos y = —=__— 

(er: 
ou 


9 


u A 2} 
il, en A ne 





11. On aurait pu arriver à l'équation de la cassinoïde plus promptement. En 
effet cette surface est la dérivée fractionnaire négative (—4) de la premiere de- 
rivée positive de l’ellipsoide, surface ayant pour équation comme l’on sait 


(oc? Ey? + 29) = Aa + By? + 022° (1). 
Tom. IV N° 3. 1861. 18 
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c'est a dire, la cassinoide est l'enveloppe des hyperboloïdes équilatères de revolu- 
tion à deux nappes autour des rayons vecteurs de la surface (1) comme demi-axes. 
Elle est donc l’enveloppe des surfaces représentées par l'équation a deux paramètres 
2(x cosa + y cos ß + 2 cos 4)? — x” — y? — 2? 
= A? cos? « + B? cos? 6 + C? cos? y 

ou bien, en posant, 

A+ x+y+z = 22 

B+x + y +2 = 2n? 

CHx +-y° +z = 2 n? 
par l'équation 

(x cos a + y cos} + 2 cos y)? = I? cos” « + m? cos? f + n° cos? y 
Mais eu égard à I’ expression de la perpendiculaire abaissé du centre d’un ellip- 
soide sur un plan tangent , on verra que cette équation fournit pour envéloppe 
l'équation 
a? has n? 


+=! 
FE m? ni: 


On parviendra ainsi à l’equation de la cassinoïde savoir 
if 


DI 
2 


arci DIR 22 
ali 4 LL AA a a RAR eee 
x? + y? + 2° + A apy svt BB x? + y rl 
conformément à ce que nous avons deja trouvé. Les sections de cette surface par 
ses plans principaux sont des ellipses de Cassini. Conjointement avec des cercles 
imaginaires. Ses axes coïncident dans la grandeur et dans la position avec ceux de 
l’ ellipsoide dont elle dérive. Les équations des surfaces (cassinoides) derivees des 
hyperboloides par une construction semblable s’obtiennent en changeant les signes 
de l’une, où de deux des quantitès A?, B?, C?. 

12. Il est tres-utile d'observer que la cassinoïde dérivée d'un ellipsoide, peut 
être engendrée par les intersections d’une série d’ellipsoides homofocaux avec une 
série de sphères concentriques c’est à dire, elle est lieu d’un système de sphéro- 
coniqués donnés par l'intersection d’un quelconque du système des ellipsoides 


2 


PROS eh ROME RE Fat 
Are B? + a? Ce von 
avec la sphere concentrique 
Ly 4-2? = at 
« étant un paramètre variable. 


Pareillement les courbes cassiniennes peuvent être regardées comme lieux des 
intersections d’ une serie d’ ellipses (ou d’ hyperboles) homofocales avec une serie 
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de cercles concentriques , et les foyers des coniques sont les foyers de la cassi- 
nienne ainsi décrite. 

Par conséquent, les foyers de la cassinienne ayant pour équation 


2 2 
"= DE 


Yh — da = 
x? + y? + A? a? + y? + B? 





sont les foyers de l’ellipse 

SARA 
SIRIO 
AMEL: 

En nous appuyant sur l’analogie, nous nommerons les coniques focales de l’ellip- 

soide 

2 


2 2 


ar 27 23 
A? ala B? Cla C2 


les coniques (ou courbes) focales de la cassinoïde 











ni Ay 2 z° 
2 2 2 er 2 2 at 2 2 2 
x” + 9? +27 + À x? + 7° + 2° +5 XL? + y? +2 + C 
Quelques théorèmes , que nous allons démontrer mettront en évidence la justesse 
de cette dénomination. 





= I 


Voici un théorème, qu'on peut énoncer immédiatement. 

Soit un système d’hyperboloides equilateres de révolution à deux nappes, con- 
centriques avec un ellipsoide donne, et qui le touchent: leurs foyers decriront 
une cassinoide homofocale avec l'ellipsoïde , c’est à dire ayant les mêmes coni- 
ques focales. | 

13. Considérons maintenant un quelconque des éllipsoïdes homofocaux passant 
par un point x’, y', 2, sur la cassinoide, et posons 

A? a a” + 7° hat — el 

DB ie a” +7" = 2” — 2 m? 

Ce ae py? + 3 =on 
L’équation de cet éllipsoïde sera 


JE È Z 
Las isa 





et la perpendiculaire sur le plan tangent au point x', y', z', fait avec les axes 
des angles «,, ß,, 7,, tels que 


Be 6 Py' pa 
COS a, = ==» COS = cos = — 
I 12 I m2 Yı n? 
ou 
r2 12 12 
1 do y 2 
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Comparant ces expressions avec celles du numéro (10) on en déduit le théorème 
suivant. 

Étant donne un ellipsoide, et une cassinoide ayant les mêmes courbes fo- 
cales, et qui s’entrecoupent, si l'on mène à un point quelconque de leur intre- 
section le plan tangent à l'ellipsoide, la perpendiculaire abaissee du centre sur 
ce plan, coincide quant à la direction, avec l'axe de l'hyperboloïde de revolu- 
tion à deux nappes tangent à la cassinoïde dans le même point, et concentri- 
que avec elle. 

14. Dans ce qui suit nous désignerons par la lettre (H) un hyperboloïde équi- 
latère de révolution à deux nappes, et ayant le même centre (C) avec une cassi- 
noide et la touchant à un point (P). Designons aussi par la lettre (E) l’ellipsoide 
homofocal passant par P. Alors la normale a la cassinoïde dans le point P est 
aussi normale à H, et parce que H est une surface de revolution , cette droite 
rencontrera à l'axe de révolution, c'est à dire, a la perpendiculaire abaissée de C 
sur le plan tangent à E au point P. Soit Q le point de rencontre, et d'après une 
propricté élémentaire de Vhyperbole équilatère, CP = PQ (*). 

Maintenant concevons que le plan CPQ soit mené, et qu'il coupe l’une, ou 
l'autre des coniques focales aux points diamètralement opposés, que nous nommé- 
rons F, F’. Prolongeons aussi la normale a [a cassinoïde intérieurement jusqu’à un 
point quelconque N et menons la normale PQ’ à E, Q' étant un point quelcon- 
que, pris intérieurement sur elle. En vertu d'un théorème connu, PQ' sera un axe 
principal du cone ayant P pour sommet, et pour base, la conique focale. Par con- 
séquent PQ' est la bissectrice de l’ angle FPF', et elle est aussi parallèle à CQ. 
On aura donc l'angle CQP égal à QCP: mais COP = NPO' et QCP = CPQ' d'où 
NPQ' = CPQ' d’où il suit immédiatement que FPC = F'PN. 

Revenons sur les courbes cassiniennes. Soient F, F' les foyers, C le centre et 
P un point quelconque d'une telle courbe , je vais montrer que la normale en P 
fera avec FP, un des rayons focaux un angle égal à celui fait avec l’autre FP, 
par le rayon central CP. En effet il est évident que 


FPd.FP + FPd.FP = 0 


d'où en divisant par l’élément de l'arc de la courbe, et en désignant par N un 
point pris interieurement sur la normale 


FPsin F'PN = F'Psin FPN 
Or a cause de l'égalité des triangles FPC, F'PC 
FPsin FPC = FP sin FPC 





(*) Le lecteur est prié de faire lui-même la figure. 


LS 
= 
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mais 
FPN + F'PN = FPC + FPC 
d'ou il résulte tout de suite que FPC = FPN, ce qu'il fallait démontrer. 

Voici donc une analogie parfaite constatée entre les surfaces cassinoïdes et les 
courbes cassiniennes par rapport à leur foyers, et la direction de la normale à un 
point quelconque. 

15. Dans le journal de Crelle Tom. XIV pag. so M. Steiner a donné la con- 
struction suivante pour la tangente à une courbe cassinienne. 

Menons par les foyers deux droites respectivement perpendiculaires aux FP , 
FP et faisons passer par P une droite de telle manière, qu'en désignant par T, 
T les points où elle rencontre ces perpendiculaires, PT soit égal a PT'. Alors la 
droite TT' sera la tangente à la cassinienne au point P. ; 

Cette construction est évidente, d’après ce qu'on vient de dire. En supposant 
que TT’ soit la tangente, on aura | 


PTsin FPN = FP, PT'sin F'PN = F'P 
mais comme nous l'avons remarqué 


FPsin FPN = FPsin FPN 
d’où 
PT = PT 
La construction de M. Steiner a son analogue dans le cas des surfaces cassinci- 
dales. 

En effet soit P un point quelconque sur une cassinoide , et soient F , F' les 
points diamétralement opposés sur une des coniques focales déterminés par le plan 
passant par le centre, et par la normale a I’ ellipsoide homofocal 4 P. Menons 
dans ce plan deux droites respectivement perpendiculaires aux PF, PF’, et pas- 
sant par F, F', et soient T, T' les points où ces droites percent le plan tangent 
a la cassinoide en P. Alors la droite TT’ située dans ce plan tangent, ct passant 
par P, sera divisée en parties égales par P. 

Ce résultat se déduit sans difficulté de Ia construction donnée ci-dessus. 

16. Nous allons maintenant établir une propriété de la cassinoide analogue a 
la propriété fondamentale des courbes cassiniennes, savoir, que le produit des di- 
stances focales est constant. 

Il sera nécessaire de rappelér d’abord quelques propriétés bien connues des 
surfaces du second degré, par rapport à leurs coniques focales. Nous ferons usage 
de la méthode des coordonnées elliptiques , dans laquelle la position d’ un point 
est déterminée par I’ intersection d’un éllipsoïde (0), et des deux hyperboloides 
(u, et v) donnés par les équations. 
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Les equations des coniques focales sont 
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Soient deux cônes décrits ayant le point (P) ou (0, #, v) pour sommet commun 
et pour bases les deux coniques focales. Ces cônes donneront par leur intersection 
quatre droites, issues de P, et un plan méné par le centre C, parallèle au plan 
touchant l’éllipsoïde (0) en P, coupera ces droites dans quatre points, M,, M,, M;, 
M,. Les quatre distances PM,, PM,, PM;, PM; seront toutes égales entre elles, et 
elles auront précisément p pour valeur. Pareillement les plans menés par le centre 
parallèles aux plans tangents à (p) et (>) détermineront des longueurs égales à y, et ». 

Ce théorème (qui n’est du reste qu’ un cas particulier d'un théorème donné 
par MM. Chasles, Liouville, Mac Cullagh (*) semble offrir la meilleure analogie à 
la propriété fondamentale focale de l’éllipse ou de l’hyperbole. Car in plano , si 
du milieu C de la base AB d’un triangle APB on abaisse une perpendiculaire sur 
la bissectrice de l'angle APB (ou bien de son supplément) cette perpendiculaire dé- 
terminera sur les côtés des portions comptées de P, toutes deux égales 4 la demi- 
somme (ou à la demi-différence) des côtés AP, BP. 

Dans le triangle APB il est évident que 


(AC)? == AP . BP — » (=) — (CP)? 


Par conséquent, si l’on désigne par M l’un ou l'autre des points que la perpendi- 
culaire abaissée de C sur la bissectrice de langle APB détermine sur les côtés, la 
propriété fondamentale d’ une courbe cassinienne peut s exprimer en la regardant 
comme lieu du sommet P, d'un triangle a base donnée, AB dans lequel 


2 (PM)? — (CP)? = constante. 
Maintenant considérons un des ellipsoides (E) dont les intersections. avec des sphe- 


res concentriques engendrent la cassinoïde, et écrivons son équation, dans le systé- 
me elliptique. 





(*) Voir par exemple la Note de M. Liouville, Journal de Mathématiques Tom. XII 1ere serie page 423. 
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I 


Feel 


La sphère correspondante aura pour équation 


ie] 


p+p + D? — c? = 2p?— a? 
a étant une quantité constante, et D, c les constantes bien connues des coordonnées 


elliptiques. Eliminant g' on trouvera pour l'équation de la cassinoïde (dérivée d’un 
ellipsoide) aux coordonnées élliptiques 
| ev? — p? = b? + 0° — a? (2). 

En faisant varier le paramètre a dans cette équation, nous aurons un système 
des cassinoides homofocales. Soit P un point quelconque sur la cassinoide, et de- 
signons par M un point quelconque des quatre points M,, M,, M3, M; detérmines 
sur les lignes bifocales issues de P par un plan diamétral parallèle au plan tangent 
à l’ellipsoide (E) en P. L’equation de la cassinoïde qu'on vient d'obtenir nous donne 
immédiatement. 

2 (PM)? — (CP)? = a? 
équation qui exprime une propriété géométrique de la surface, dont l’analogue ir 
plano n'est éloignée que d'un seul pas de la propriété fondamentale de l’invaria- 
bilité du rectangle des distances focales. 

17. Si nous avions considéré les dérivées (4) des deux hyperboloides, surfaces 
“données aussi par les intersections des hyperboloides homofocaux avec des sphères 
concentriques, nous aurions trouvé deux équations semblables à (2). Il s'ensuit done 
que le système unique des cassiniennes homofocales aux coordonnées élliptiques de 
deux dimensions, savoir 


p? — y? = constante 


se trouve remplacé dans la géométrie de l’espace, par le système triple. 


(I) pg? + v? — p? = constante - 
(11) 0° + y? — pw” = constante (3). 
(III) 0° Hu? — y? = constante 


18. Ceci suggère une autre méthode de trouver l'équation des cassinoides. En 
effet étant donné l’équation cubique en p? ayant p?, 4°, y? pour racines savoir 


2 


7 Ya me 
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l'équation que nous cherchons sera celle ayant pour racines les trois quantités 


Se 


Bi 
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Pour y arriv ér rappellons-nous qu'on a 
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prin ev? = nr +2 + bd? + 0° 
d'où, en posant 
x + y + 2°+ b° +0° — 2p° =) 
il est évident que l'équation cubique en À sera l'équation cherchée. Mettons donc 
au lieu de 
HO LEE EURE ETES Da an, 
ce qui nous donnera 
BEL 27 Pe 


Pe _ rt Ii 
LAY? eb CP) DH Hz Ho) a°+y°+2°+0°—) 





pour l'équation des cassinoides, ce qui s'accorde complétement avec la forme deja 
trouvée. 

19. Les équations (3) conduisent immédiatement a quelques propriétés intéres- 
santes des cassinoïdes. 

1° La courbe de l'intersection de deux surfaces qui appartiennent aux systèmes 
(II), et (III), respectivement, est située sur un éllipsoïde homofocal (o). Son équation 
sur (L) est 

pì — y? = constante 
et elle se projette sur les plans des sections circulaires de (0) par les droites pa- 
rallèles à l'axe le plus petit en une cassinienne ayant pour foyers les projections 
des ombilics de (¢). 

Voir un Mémoire publié par mon frère M. Michael Roberts dans le journal 
de mathématiques Tom. XV. 

2° Une série de surfaces appartenant à l’une ou a l’autre des systèmes (Il) et 
(III) est coupée par un ellipsoide homofocal (+) suivant une série de courbes qui le 
projettent de la manière qu'on vient de signaler, dans un système de cassinien- 
nes homofocales. 

20. On sait qu une suite de cassiniennes homofocales est coupée orthogonalé- 
ment par un système d’hyperboles équilatères concentriques avec elles et passant 
par les foyers. La recherche d’une analogue, dans la géométrie des trois dimensions 
à cette propriété nous a conduit à une variété de propriétés curieuses , et inté- 
ressantes des cassinoides. 

M. Chasles a donné un théorème dans son Apercu Historique page 399 que 
nous trouverons fort utile de rappeler ici. Le voici. Le lieu des points sur un 
système d’ellipsoides homofocaux où les plans tangents sont parallèles a un plan 
donné est une hyperbole équilatère concentrique avec les éllipsoïdes. Le plan de 
cette hyperbole contient la droite menée par le centre perpendiculairement au plan 
donné, et cette droite est une des asymptotes. 

Pour le démontrer, soit 


1 


lì 
= 
a 
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x? tre 2? 

an Calas 
l’equation d'un quelconque des ellipsoides du système homofocal, de manière que 
A? — C?, B°— C? soient des quantités données , soient aussi «, ß, y les angles 
faits avec les axes par la droite perpendiculaire au plan tangent dont la direction 
est donnée, et soit p la perpendiculaire abaissée du centre sur ce plan. Alors on 
aura, x, y, 2 étant les coordonnées d’un point P du lieu cherché. 


px = A> cosa, . py = B’ cos GB, pz = C? cos y 
x Cosa + y COSB + 3 COS y = p 
d'où l’on trouve que ce lieu soit une courbe donnée par les deux équations 
(x cos « + y cos ß + 2 cos y) (x cos y — 2 cos a) = (A? — C?) cos 2 cos y 
(x cos « + y cos B + 2 cos y) (y cos y — 2 cos 6) = (B? — C?) cos ß cos 7 


Par conséquent elle est située dans le plan ayant pour ‘équation 


X COS y — 3 COS « A? — C? cos a 
ycsy—zcoß  B° — C? cos 


Maintenant soit T le pied de la perpendiculaire abaissée du centre (0) sur le plan 
tangent un point P, et on verra que l'équation qu'on vient d’écrire est celle du 
plan OPT. D'ailleurs il n’est pas difficile de voir, que le carré du rectangle OT x TP 
ait pour valeur 

(A?— B?)? cos? «cos? +-(B? —C?)? cosh cos” y+ (A* —C?)? cos” «cos? y 
quantité constante pour tous les points du lieu dont il s’agit. Il s'ensuit donc que 
ce lieu est une hyperbole équilatère située comme nous [avons dit. 

21. En se rappelant que les coniques focales font partie d’un systeme homo- 
focal des surfaces du second degré, on apercevra qu'il y aura des points appar- 
tenant au lieu qu'on vient de considérer, situés aussi sur les coniques focales. C’est 
ce qui se vérifie aisément. En éffet cherchons les points ou l’hyperbole équilatère 
donnée par les équations (4), perce le plan des x, y ce qui nous donnera 

(x cos x + y cos B) x = (A? — C?) cos a 
(x cos « + y cos 6) y = (B? — C?) cos £ 
Posons cos a = m cos ß, et on en déduira pour les coordonnées des points cher- 
chés les expressions suivantes 
À 2 2\2 2 )2 2\2 
ie (A?— C?)? m ee (B? — C?) 
(A?—(C?)m?--B? —C?’ (A?—(C?)m?-+ B? —C? 
Or il est évident que ces valeurs satisfont à l'équation 
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JACA 41 40 


A? — C? PET CE 


qui est celle de l’ellipse focale (A>B>C). 
Pareillement les points où cette hyperbole équilatère perce le plan des xz, appar- 
tiennent a l'hyperbole focale dont l’équation est 
T- Za 

rap per 
Cette propriété répond au théorème in plano savoir. L’hyperbole équilatere, lieu des 
points sur des éllipses homofocales , ou les tangentes sont parallèles a une droite 
donnée, passe par les foyers. 

22. Il est évident que le lieu qu'on vient de considérer coincide avec le lieu 
des points sur un systeme des cassinoides homofocales, ou les hyperboloides equi- 
latères de révolution à deux nappes, concentriques et tangents a elles, ont la même 
droite issue du centre pour I’ axe de révolution. Il répond donc à chaque droite 
issue du centre, une hyperbole équilatère concentrique avec les cassinoïdes et ren- 
contrant aux coniques focales. Nous allons prouver en outre que chacune de ces 
hyperboles coupe orthogonalement le système des cassinoides homofocales. 

Afin d'établir cette dernière propriété, nous donnerons une construction simple 
pour mener une tangente à une hyperbole équilatère, regardée comme lieu de som- 
mets d’une suite des triangles a base donnée, et dont la différence des angles à la 
base est constante. Soit AB la base donnée C, son milieu et P le sommet de l’un 
des triangles, alors AB sera un diamètre du lieu et C en sera le centre. Main- 
tenant désignons par ©, w' les deux angles PAB PBA, et soit T un point quelcon- 
que pris intérieurement sur la tangente à hyperbole lieu de P, et soit ds l’ele- 
ment de l'arc de l'hyperbole. Alors on aura 


AP ee sin APT, pp de sin DPT 

ds ds 

mais 
da = do 

d’où 

AP sin BPT — BP sin APT 
Or en vertu de l'égalité des triangles APC, BPC 

AP sin APC = BP sin BPC 
d'ou en se rappelant que 


APT + BPT = APC + BPC 


il s’ensuit immédiatement que 
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APC C= PET 


ce qui fournit la construction cherchée. 

23. Maintenant prenons un point P sur une cassinoïde, qui appartiennent à 
un système homofocal : menons par le centre le plan qui renferme la normale à 
l'éllipsoide homofocal au point P, et supposons, que ce plan perce l’une, ou l’au- 
tre des coniques focales, aux deux points F, F' diamétralement opposés. Qu'on dé- 
crive dans ce plan une hyperbole équilatère concentrique avec la surface, et pas- 
sant par P, et par les deux points F, F'. Cette hyperbole déterminera sur les él- 
lipsoïdes homofocaux des points où les normales ont la même direction que la nor- 
male à l’ellipsoide homofocal en P, et son plan contiendra toutes ces normales. Par 
conséquent en se rappelant la construction du dernier numéro, ainsi que celle du 
n° 44. on s'apercevra que la tangente a l’hyperbole au point où elle perce un quel- 
conque des cassinoides du système homofocal coupera cette surface normalement au 
même point. 

On peut donc dire que. 

Etant donné un systeme des cassinoides homofocales, le lieu des points sur 
elles où les hyperboloides équilatères de revolution à deux nappes, tangents et 
concentriques ont la méme droite pour l’axe de revolution, est un hyperbole equi- 
latere, concentrique avec les cassinoides. Cette hyperbole a l'axe commun des 
hyperboloides tangents pour une des asymptotes. 

Elle perce les plans principaux aux points qui appartiennent aux coniques 
focales. 

Elle coupe orthogonalement toutes les cassinoides du systéme homofocal. 

24. Nous allons maintenant déterminer une classe de surfaces, dont l’équation 
renferme une fonction arbitraire, et qui coupent orthogonalement un système des 
cassinoides homofocales. 

Nous trouverons avantageux d’ employer la méthode des coordonnées ellipti- 
ques. Soient ds’, ds”, ds” les éléments des trois courbes orthogonales suivant lesquels 
les surfaces (©), (u), (>) se coupent en chaque point de l’espace, ds’ étant perpen- 
diculaire à la surface (0), ds” à la surface (u) et ds’ a la surface (>). On aura alors, 
b, et c étant les constantes du système éiliptique 


i Pe Ir VE u’) — v°) 
ds = do Peg Dal IST: ds = d > EEE nate 
we b°\(p°—c?) "Ve p?) 


im aa ve =) 
de =a Ve AE) 


Voir un Mémoire de M. Liouville, journal de Mathématiques Tom. XII première 





serie page 416. 
II est évident que si les expressions de deux systèmes de surfaces s’ecrivent ainsi 
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P ds' + M ds" + N ds”"— 0 
P'ds'+-M'ds"-+- N' ds" = 0 
elles se couperont orthogonalement pourvu qu'on ait 
PP +MM+NN— 0 
Il s'ensuit done que le systeme dont l'équation différentielle est 
P do + M du + N dy — 0 
sera coupé orthogonalement par le système ayant pour équation 
P' dp + M'du + N'dv = 0 
pourvu qu'on ait 
PP'(o’— b*)(o° —c°) MM („’—b°)(c?— y) NN'(b°—v*)(c’—v’) 
jl n’est pas difficile encore de s’ assurer qu’ étant donné un système de surfaces 


=) 





ayant pour équation 
P do + M du + N dy — 0 
le systeme orthogonal à celui-ci sera détérminé par l'équation suivante aux diffe- 
rentielles partielles, 
P(o?-—b*)(a?—c?) M{u—b")(c"—") dp NOV) dp _ 
(ee le e 
L'équation différentielle totale d’un systeme des cassinoides homofocales (dérivées 
d'un ellipsoide) est 
ede — pdu — vdv = 0. 
Par conséquent les surfaces orthogonales a un tel système seront données par l’équa- 
tion aux différentielles partielles 
2 2 2 2 2 2 2 2 
EB) let BI) dp NM de _ 
wp) pre) du (ev) dv 
25. Cette éqnation, étant intégrée donne 
2 472,773 2 bf a 21/22 
ae ee BN a 
2 2, 2 2 dl 2 2} 2 2 “iù i 
prod) Hv(p—c) 
F désignant une fonction arbitraire. 

Il est aisé de vérifier, que les surfaces représentées par cette équation coupent 
orthogonalement le systeme des cassinoïdes ayant pour courbes focales les coniques 
focales du système elliptique. 

En effet, en écrivant l'intégrale sous la forme 


(5) log ( (u E D ri =) I log Ie (c A use ) 


wv (om b*) y (0 c°) 


Ì 
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ce qui nous est permis, on en tirera, en la differentiant, et en désignant par F 
la fonction dérivée de F, 


oF b* \dp or b \dy c°F' b° \dy 
5 2 a 2 2 ad 2 vpi es == 0 
p —C p—Ù 7) p cu w—b") u Fr: REC) ne 


et il est aise de s'assurer qu'on a identiquement la quantité 


(- DI 2 rg? eee Gr ) (ue — be an c’F' b’ ) 





eee  —— — 


ee Fi) GP wv) 


ee, mm mt memes 





égale à zero, ce qui est la condition de l’orthogonalité de (5) au système des cassi- 
noides homofocales 

edo — pdu — vdv = 0. 
Il est presque superflu de remarquer que l'integrale qui donne le systeme ortho- 
gonal peut s’ecrire aussi sous la forme 


BEE), wed”) 
(earn rer) 

26. Nous nous proposons maintenant de faire voir que l'intégrale , que nous 
avons obtenue admet une intérpretation géometrique extremément simple. En effet 


rappelons-nous que les coordonnées x, y, z s'expriment en p, p, v de Ta manière 
suivante 





— 





Bra PUY 
b¥c°—b’. y VF VER E 
cVe’—b*.z = Ve ws vo 


en sorte que l’équation des surfaces orthogonales aux cassinoïdes homofocales peut 
être presentée sous la forme que voici: 


(ape: i sio 
pb x prc x 


En désignant par &,n,& les angles que fait avec les axes la perpendiculaire abais- 
see du centre sur le plan tangent a la surface (0) au point x, 7,2, on aura 


2 2 
p 32 COS n p 2 cos ¢ 


= 3 DI > 4 
p—C x cos & 








p—b x cosé 


en sorte que l'équation des surfaces orthogonales prend cette forme aussi simple 


que’expressive savoir: 
COS n cos È 
F |. mn nenne. == 0 . 
cos & cos È }. 
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On en déduit tout de suite le théorème suivant. Étant donné un système de cas- 
sinoides homofocales, soit un cône arbitraire décrit ayant le centre pour sommet, 
et soit une courbe tracée sur un ellipsoide quelconque, homofocal avec les cas- 
sinoides, telle que les plans tangents à ses points divers coupent orthogonale- 
ment les arêtes du cône: la surface, lieu des courbes tracees ainsi sur tous les 
ellipsoides homofocaux, coupera orthogonalement le systeme des cassinoides ho- 
mofocales. 

27. Il est évident qu'a chaque aréte du cône arbitraire répondra une courbe, 
située sur Ja surface orthogonale lieu des points pris sur les eilipsoïdes du système 
homofocal, où les plans tangents sont perpendiculaires à l’arète. D’après ce qu'on 
a rémarqué, cette courbe est une hyperbole équilatère, et l'on en déduit une autre 
construction des surfaces orthogonales. En effet : Soit une courbe arbitraire tracce 
sur une cassinoide quelconque d'un système homofocal, et par chaque point de 
cette courbe faisons passer Uhyperbole equilatere normale à la cassinoïde : la 
surface , lieu de toutes les hyperboles équilatères, qu'on obtient ainsi coupera 
orthogonalement le système des cassinoides homofocales. 

Puisque chacune de ces hyperboles équilatères rencontre aux coniques focales, 
il en résultera que 

Toutes les surfaces orthogonales passent par les coniques focales des cassi- 
noides. 

Il est évident aussi que 

Deux surfaces quelconques orthogonales aux cassinoides homofocales, s entre- 
coupent suivant une courbe plane (ou bien suivant plusieurs courbes planes) qui 
sera une hyperbole équilatère normale aux cassinoïdes. 

28. En résumé il résulte des théorèmes qu'on vient d'obtenir qu'on peut com- 
parer un systeme de cassinoïdes homofocales avec un système de sphères concen- 
triques. Les rayons des sphères qu'ils coupent normalement, sont remplacés sous ce 
point de vue par les hyperboles équilatères normales aux cassinoïdes, et rencon- 
trant aux coniques focales, précisément comme les rayons des sphères passent par 
le centre; et les surfaces coniques à base arbitraire, ayant le centre pour sommet 
et coupant les sphères orthogonalement ont leurs analogues dans les surfaces or- 
thogonales, engendrées par les hyperboles équilatères. 
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NEO TE 


SUR LA LIAISON QUI EXISTE ENTRE LA SURFACE PARALLÈLE À UNE SURFACE DONNÉE 


ET LA PREMIERE DERIVEE NEGATIVE. 


PSSA SVAVATVVATU 


D'après les définitions posées dans le Mémoire précédent, la première dérivée 
négative d’une surface donnée est la surface enveloppe des plans perpendiculaires 
aux rayons vecteurs de cette dernière menés par leurs extrémités. Par conséquent 
en désignant par x', y', 3' les coordonnées d’un point quelconque sur la primitive, 
la première négative s’obtiendra en éliminant ces quantités entre l'équation de la 
primitive, et les trois équations suivantes 

ax yy +23 = x" + 7° + 2° 
dz' dz' dz’ dz 


E ET es OT WI PA 2 — = 9y + 97! 
7 x” va dy 2} i dy’ 


Or en regardant la surface parallèle à une surface donnée comme enveloppe des 
sphères à rayons constants (A) décrites autour des points divers de la surface comme 
des centres, on verra que son équation s’obtiendra par l'élimination de x', y, z 





coordonnées d’un point quelconque sur la surface donnée entre l'équation de cette 
dernière, et les trois équations suivantes 


ax + yy' + 23) = a+ pe 2°+ + yt — &° 


pk dz’ hah dz’ nu dz' erst dz' 
don el ee 
dx er Fa i dy J dy' 


Un rapprochement évident nous conduit au théorème suivant : 

Soit la surface décrite semblable à la primitive en multipliant par 2 ses rayons 
vecteurs, et supposons qu'on ait trouvé l'équation de la surface parallèle à cette 
surface semblable, ou equidistante d'elle par la longueur constante (k). Alors l'e- 
quation résultante de la substitution de Va’ y+2 au lieu de k dans l'équation 
de cette surface parallele sera celle de la première négative derivee de la primitive. 

Le théorème peut être quelquefois utile, en nous conduisant a former l’équa- 
tion de la première dérivée négative d'une surface donnée, pour une origine quel- 
conque lorsqu'on a réussi a trouver celle de la surface parallèle, surface absolument 
liée avec la donnée , et qui ne dépend point du choix de l’origine. Ainsi par exem- 
ple si l’on peut obtenir l'équation de la surface parallele à une surface du second 
degré, cela nous donnera (en transportant l’origine a un point quelconque, et en 
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faisant la substitution indiquée ci-dessus), l’équation de la surface qui est l’enve- 
loppe des plans conduits par les points d’une surface du second degré perpendi- 
culairement aux rayons menés d’un point fixe quelconque — problème qui a été ré- 
solu d’une manière élégant par M. Cayley pour le cas particulier du centre comme 
l’origine. Supposons donc qu'il soit proposé de déterminer la surface parallèle à un 
ellipsoide. Afin de l’obtenir nous chercherons en premier lieu, l'équation de la sur- 
face annulaire, engendrée par les intersections successives des spheres a rayon con- 
stant (A), dont les centres sont rangés sur la circonférence d’une quelconque des 
sections circulaires de l’ellipsoide. La surface enveloppe de toutes les surfaces an- 
nulaires fournies ainsi par tous les cercles de l’un ou de l’autre des systemes cir- 
culaires sera évidemment la surface parallele a l’ellipsoide. 

Pour simplifier , choissons , les axes des coordonnées de la manière suivante. 
En prenant le centre pour origine, soit l'axe des x la trace de l’une des sections 
circulaires centrales sur le plan qui contient le plus grand, et le plus petit axe, 
qu'on prend pour le plan des x, z VP axe des z etant la droite perpendiculaire à 
celui des x, tandis que l'axe moyen de la surface est l'axe des y. Maintenant tran- 
sportons pour un moment, l’origine, les directions des axes restant les mêmes, au 
point 2', z', milieu d’une corde de ellipse principale xz, parallèle à l’axe des x. 
Soit 29 la longueur de cette corde, et la surface annulaire, décrite autour de la 
circonférence de la section circulaire ayant cette corde pour trace l’enveloppe des 
sphéres sera représentées par l'équation 


(x — È cose)’ + (y — 0 sin ¢)’+ 2°= A’ 
> étant un paramètre variable. Par conséquent, cette surface annulaire aura pour 
équation 
19 (x + yr) er ("+ y= Gr Sii ky 
laquelle deviendra, en nous reportant au centre comme l'origine 
aa — x’) +7] = (x - + pe (2 - 3) + DT. 
Or en désignant les demi-axes de l’ellipsoide par a, b, c (a > b > -c), on verra 


sans difficulté que 
' Heo la biz 


dee d= hes ceco 


(a= b*\(b"= c°) ’ (arb) ise 


d'où il s'ensuit que l’équation d’une quélconque des surfaces annulaires dont il s’agit 
renfermant un seul paramètre x’, sera 


ab” 1 boa ( er 2 2 I 12 24 


wer Ce acz a+ c°- 2b? 4 
[eget RAD ae = * Te) ray)" SERA —)e] 


2 
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Ce paramètre ne monte qu'au quatrième degré, et en ordonnant l'équation qu’on 
vient d'écrire suivant des puissances de x', elle prendra la forme 


Aa + 4Bac® + 6Cx° + 4Dx'+ E = 0. 


Par conséquent l'enveloppe des toutes ces surfaces annulaires, ou ce qui est la même 
chose, la surface parallèle a l’ellipsoide aura pour équation 


(AE — 4BD + 30”)? = 27(ACE +2BCD — AD’- EB? — C3)’ 


(Salmon Higher plane Curves page 297.) 








SOLUTION DU PROBLÈME, 


TROUVER L'ÉQUATION DE LA SURFACE, ENVELOPPE DES PLANS MENÉS PAR LES POINTS 
D'UNE SURFACE PARALLÈLE A’ UNE SURFACE DU SECOND DEGRÉ 
PERPENDICULAIREMENT AUX RAYONS VECTEURS ISSUS 
D'UN POINT FIXE QUELCONQUE. 


PAR M. WILLIAM ROBERTS. 
— 0-22 8 


La solution de ce probleme qui semble assez difficile au premier coup d’ oeil 
s’effectue très-simplement, quand on a déterminé l'équation de la surface parallèle 
a une surface du second degré. En effet soit P = ol’équation de la surface paral- 
lèle rapportée à un point quelconque comme l’origine. Cette équation renfermera 
comme paramètre la quantité Æ longueur constante prise sur les normales de la 
surface du second degré. Eerivons dans cette équation 4 k' au lieu de k, et 
mettons dans l'équation qui résulte de cette substitution au lieu de x, y, 2, 4 x, 
1y, 4% respectivement et au lieu de k',4 Vx? + y° + 2°. 

L’équation qu'on obtient ainsi sèra celle de la surface enveloppe des plans mé- 
nés par les points de la surface parallèle pérpéndiculairément aux rayons vecteurs 
issus de l'origine. 

Cette règle est générale, et s'applique à toutes surfaces parallèles a une sur- 
face donnée. 


SLR en SLR 


Tom. IV. N° 3. 1861. 
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SULLA DETERMINAZIONE DELLA PARTE ALGEBRICA NELL’INTEGRAZIONE 
IN FUNZIONE FINITA ESPLICITA. 


Nasr A 
DI CARLO MARIA PIUMA. (0). 


Rete Oyen 


In questa nota io mi propongo di dare la dimostrazione del teorema seguente, 
riservandomi in seguito a fare degli studi sui casi d’eccezione, e pubblicarli qua- 
lora mi venisse dato di pervenire a qualche risultato , invocando sul mio lavoro 
tutta l’indulgenza di cui abbisogna: ecco il teorema 

Quando l’integrale 


(A) LEE 


1 
F(x)6" (x) 
non è possibile in funzione finita esplicita coi soli logaritmi, f(x), F (x) e 9 (x) 
essendo polinomi interi, e 9 (x) di grado superiore ad m (m — 1), dovranno veri- 
ficarsi alcune equazioni di condizione fra i coefficienti di f(x), F (x), 0 (x) perchè 
possa esserlo quando vi si aggiunga una parte algebrica, per cui detti polinomi, 
acciò (A) sia possibile in forma finita esplicita, non potranno avere la più grande 
generalità che compete al loro grado, e quindi l'integrale proposto, nella massima 
parte dei casi, non sara possibile in funzione finita esplicita. 

Tale teorema io desumo come corollario del metodo che il sig. Tchebichef ha 
dato, nel volume del 1853 del Giornale del sig. Liouville , per la determinazione 
della parte algebrica nella integrazione in forma finita esplicita di (A): metodo che 
in questa nota mi propongo dimostrare essere generale e dover ottenere il suo scopo, 
ignorando se sia stata fatta di pubblica ragione, prima d’ ora, da altri dimostra- 
zione alcuna di questo: per cui i teoremi dimostrati in questa nota, nei primi otto 
numeri, sono enunziati, senza dimostrazione, dal sig. Tchebichef in detto/Giornale. 
Il teorema poi del N° 9 non so che sia stato per anco da altri avvertito. 

1. Dalla Memoria del sig. Liouville: Sui trascendenti elittici di prima e di 
seconda specie considerati come funzioni dell'ampiezza inserita nel cahier XXIII 
del Giornale della Scuola Politecnica risulta che 





(1) je = =t+B log W, + B, log W, + ...+ B, log W,, 
F(x) 9%) 


(*) Questa Nota di gia pubblicata in Genova nel 1860 si riproduce di consenso dell'Autore ed alla 
quale fà seguito l’altra Memoria del medesimo pubblicata nel N° 1° di questo tomo. Beas 


D! 
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la quale eguaglianza, ove ¢, W,, W,,..., W, sono funzioni razionali di x e 
4 
del radicale 0” (x) e B,, B,, . . . , B, sono costanti, dovrà essere verificata tutte 


w 


volte che l'integrale del primo membro potra essere espresso in funzione finita espli- 
cita della x. La (1) evidentemente equivale a 


n= 
je Kar t+ S B, log W, 
x) 6” ( xX) 


n=0 

nk 
S indicando la somma di tutti i valori che prende B, log W, per n=0, 1,...k. 
n=O 

) mal 
Al valore di #, potremo dare la forma —@ ” (x) ove Pe sono funzioni intere 

2 0 

Ric 

della x. 


1 


x m 


Diffatti poichè ¢ è funzione razionale della x e del radicale 9 
supporre (Serret — Algebra Superiore 2.* edizione pag. 294 e seguenti). 


(7) ee lecita 


moi n_ 
tare (x) =? ne (x) 

Q QE ‘ 

dove i P, e Q sono polinomi interi nella x, per cui l'equazione (1) del sig. Liou- 
ville diverrà 


1 ar n=k 
(2) fe en DES P, 5” m ) + S B, log Wi. 
F (x) 


0 m (x) n=0 n=0) 


Site 





4 
_ BP, 0” (x)-+-P*6’ 











In questa eguaglianza che, per la dimostrazione del sig. Liouville, deve risultare 
2.2 A 
identica a 0” (x) si MET senza alterarla, sostituire successivamente « 6” (x), 
2 + i=in) 3 | Se . . 
da (22) arid to om (x), moltiplicando contemporaneamente i suoi due mem- 
1 
bri per « inalzata a quella potenza della quale è affetta nel coefficiente di 0 ” (x) 
1 1 
nella sostituzione che si è eseguita, cioè, se a 0” (x) si è sostituito a" 6” (x) al- 
lora si moltiplicheranno i due membri per « 
tiva dell'equazione x” — 1 — 0. Fatte queste operazioni ed addizionate membro a 


membro, colla (2) , le altre m —1 eguaglianze così ottenute , si avrà pel primo 


sita 


, % rappresentando una radice primi- 


membro una somma eguale a 
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nel secondo la parte logaritmica conserva la forma che aveva nella (2), ma la parte 
algebrica diviene 


4 n=m— À n 
si N Eee a a e gi) I) 
= n=0 
4 n=m—4 ala) erg LA 
re Br m 
ry Q S ile oy P, 9 (x). 
n=0 ; 


Si osservi che nel secondo membro di quest’ ultima identità , pei valori di x 


m(n+1) 
. . = . . x Gi ‚| x . 
diversi da n = m — 1, il coefficiente —— è zero, poichè essendo e” == 4 
a e 
è pure a+ — 4 per cui il numeratore «+! — 4 = 0, mentre il denominatore 


è da zero differente, « essendo per ipotesi radice primitiva dell'equazione x”—1—0, 
ed n + 1<m. Per n—=m—ı il denominatore è pure zero e la frazione che prende 


0 RTS x 
la forma -, ha per vero valore m; quindi sarà 
0 


I n=m—l anti) de] LI P mod i Rei 
= Pg (xe) = mm — 9” (x) nm —0 "x 
G 5 ati pia 1 n ( ) Q ( ) Q ( ) 


ponendo P al luogo di P,,_, per comodo nella scrittura delle formole. 
E cosi finalmente la (2) prendera la forma richiesta dal teorema enunziato dal 


sig. Tchebichef, che è 


(8) {i ae es => r= (2) + GA, log Vs 
Ponte a 


P e Q essendo funzioni intere nella x, i V, funzioni razionali della x e del ra- 


1 
dicale 9”(x) e le A, costanti. 

La formola (3) ne contiene, come caso particolare, quando si supponga m—2, 
una data dal sig. Liouville a pagina 64 del cahier XXIII del Giornale della Scuola 
Politecnica. 

2. Dalla (3) si deduce immediatamente la seguente 

(4) FE 6" (x) =) dx a 


3 7 = À, log V, , 





eguaglianza che deve risultare essa pure identicamente soddisfatta. 


Se si riduca a minimi termini la frazione coefficiente di —— sotto il segno d 


gn. (Sn) 
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integrazione, € si rappresenti con Ù il sig. Tchebichef dimostrò, a pag. 93 del pre- 
citato volume del Giornale del sig. Liouville: 1° che U e 0(x) sono primi fra 
loro, 2° che U non ammette fattori moltipli. Dietro ciò passiamo alla ricerca della 
esppressione la più generale che possa convenire a Q. Per ipotesi si ha 
f(x), EB) —P'Q0x) ot (x)PQ OV 
ome e e 
f (x) 
metta fattori della forma (x—b}, essendo t>m —1, se questa seconda ipotesi non 
fosse verificata a £ si potrebbe dare la forma mn + #' essendo t' <m — 1 0 tutto 
al più £' == m — 1, e quindi 


0 (32) = (e — D)". (e)! (x) = (x — by" 0, (x) 


e 0, (x) soddisfarebbe a questa condizione; si avrebbe d'altronde 


(5) 





Suppongo che la frazione sia ridotta a minimi termini e che 8(x) non am- 


1 4 1 
F (x) 0” (x) = F (x) (x — by" 0,” (x) = F, (x) 6,” (x) 
quindi le due ipotesi fatte possono supporsi verificate perchè si pud sempre ridurre 
un differenziale qualunque, di quelli che consideriamo senza alterarlo minimamente 
a soddisfarle. | 
Sia ora x — «a un fattore di Q e Q, un polinomio intero nella x, non divi- 
sibile per x — a tale che si abbia 


Q= (x — a) Q, 
p sara un intero positivo, e siano del pari F, e 9, due polinomi interi nella x 
non divisibili per x — a, À e g due numeri interi positivi od anche nulli , ma 
non mai negativi tali che si abbia 
k € 
Birk = Ecce a)" 6 (x) = 0,.(x — a)! 


Il polinomio U potrà essere divisibile per x — a, solo quando sia g — 0, ma 
in ogni caso non potrà esserlo che una volta soltanto, onde porremo prendendo a 
seconda dei casi il segno superiore od il segno inferiore 


= 


tol= 
Die 


U =U, (x — a) 


U, non potendo essere mai divisibile per x — a. 
Facendo tutte queste sostituzioni nella (5) si avrà, moltiplicando per (x—«4)", 
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f(x) . (e—a)’+1+"(0}P6,—P'Q,0, — +, PQ,)+ (x—a)?*7** PQ, 6, (p—q =) 
F(z) 0: (a a)” 
V(x — a) 
si 2,1 
‚bir (x —a)° k 


Moltiplicando i due membri di questa eguaglianza per F, U, Q/ si ottiene 


(ae=a)P+1+4(Q! PO,—P*Q, 0, E61 PQ,) + (aa) 1+" PQ, 8, (p— 2) 


f(x)U,Q;-+-F ,U, 


(x — a)? 


nr (x — a)" 
+ poni, NE ML 

(x a)? > 

Si osservi che se l'equazione precedente sussiste nel denominatore del secondo 
membro, quando A = 0, si dovrà prendere il segno inferiore, poichè o 0(x) am- 
mettera o non ammettera x — a come fattore, nel primo caso U non può essere 
divisibile per a — a, nel secondo Q non potrebbe avere x — a per fattore, giac- 
chè in questo caso & e 9g sarebbero per ipotesi eguali a zero, e moltiplicando i due 
membri della eguaglianza precedente per (x — a)? si otterrebbe, eseguendo le sem- 


plificazioni ed indicando con X una funzione intera della x, 


F, 0,0, U, P 


I Send 1} 


Lo 


risultato assurdo, poichè nè F,, nè Q,, ne 0,, nè U,, nè P sono divisibili per 


x — a, (potendo sempre supporre la frazione — ridotta a minimi termini) ep è 


Q 


una costante. Dunque è assurdo il supporre che Q possa ammettere un fattore 
che non divida nè F (x), nè 0 (x), perciò quando x — a, può essere effettiva- 
VF, Q (x — a)" 


+= 
9 
di 


mente fattore di Q al termine si dovrà sempre sostituire una fun- 


role 


(x — a) 
zione intera della x che indicata con Y si avra finalmente 


AQU, YP UC OsP APO, 0, OPQ) ema OPO, pg) _ 
Y 1 I I I pe 


(x — a)? 


Ora devongi distinguere due casi 1° f(a)Q7U,—Y non è divisibile per (x—a), 
2° f(x) QU, — Y è divisibile un certo numero di volte per a— a. 


m_A 


Nel 1° Caso, poichè p—g = è diverso da zero, p, g, m essendo interi po- 


mn 


sitivi e g<m non si potrà avere 
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prgqtk—i <2p osiag +k—1 <p 
ne 
p+tqrk—-1>2possia g+kT—-1>p 
per cui dovrà essere 
P en q a k = Aig 
Diffatti se fosse p +9 + À —1 < 2p si avrebbe 2p == p+ gq+k—1itb,b 
essendo un intero positivo da cui si desumerebbe 


- —a)(0} Po, —P'Q,6,—=*6' PQ,) +0, PO, (p—q 
TE De SE arm ALI ET 
(ae lider: a) I I 9 
e moltiplicandone i due membri per (a — a)" si avrebbe 
F,U,PQ, 0, 


(flae)Q2U,—Y)(ae—a)"+-F,U, (OP, —P*, 6, —*= 0! PQ, (gap) 


a 
risultato assurdo; il primo membro e un polinomio intero ed il secondo una fra- 
zione. 

Se poi fosse 2p < p + q+k—1 si avrebbe 2p+c=p+gqg+k—1,c 
intero positivo, da cui 


Y—flx) QU , = (x—a)** FU, (Q,P6,—P?Q 6, —=* 6{PQ,)+(2—a)’F ,U ,PQ,0,(p—q et 


risultato assurdo perche in questa uguaglianza che dovrebbe essere identica, il se- 





cendo membro è divisibile per x — 4, mentre il primo non lo è. Dunque 
p=grk—ı. 

Nel 2° sia X, un polinomio intiero nella x non divisibile per 2—a, tale che 
si abbia 
f(x) QU, —Y =X, (x — a) 
allora sara 

(x-a)"*1+ (0 P9,-P'Q00,— m—4 “—+9'PQ,)+ +(x—a)?*9**—* PQ 6, (p—c mel) | 
soy carb la RQ RE A ee a 
- (x — a)?! 
e dividendo i due membri per (x—«a)* ne risulterà 
(ae=a)P+1%(Q1 POP! 0, rt 0 PQ) (aa) #7 PQ 0 (pg tt) _ 


m 
(ar 





X,+F,U,- 


Con metodo identico a quello adoperato nel caso 4° si otterrà 
pth=gq+k—1 


quindi il grado di 2—a nel denominatore Q, sarebbe inferiore di 2 unità nel 
secondo caso a quello che avrebbe se si verificasse il primo , e quindi anche Q 
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sarebbe d’un grado inferiore di A unità. Si vedra in seguito che ad ogni unità 
che cresce il grado di Q cresce pure di una unità il grado di P e che così si ha 
più una costante in P che può determinarsi a piacere; ammesso questo, potremo 
prendere x—a in Q coll’esponente g -+%—41 e supporre nel tempo istesso che P 
sia divisible À volte di seguito per x —a, lo che ci sarà fornito dal calcolo istesso 
a cui saremo condotti per la determinazione di P. 

In ogni caso adunque, potremo, anzi dovremo prendere 


per il grado di 2—a in Q, perchè, ch'io sappia, non esiste una norma fissa per 
conoscere quando /(x)Q7U,-—Y debba essere divisibile per x — a. | 

Si osservi che nel prodotto F(x).0(x), x —a entra g +4 volte fattore, e 
nella sua derivata vi entra G+-4—1 volta, dunque x — a, entra in Q nello stesso 
modo col quale entra nel massimo comun divisore fra il prodotto F(x).0(x) e la 
sua derivata, e ciò che si è detto di x —a, potrà ripetersi di qualunque altro 
fattore di Q, per cui valendoci di un’ annotazione addottata dal sig. Le-Besgue , 


LG 


ne suoi Esercizi d’ analisi numerica, per rappresentare il massimo comun divisore 
fra più numeri, si avrà 


d [F (x) 6 al) 


Q=D (Fée a 


3. Prima di passar oltre e conveniente esaminare quali condizioni debbano ve- 
rificarsi perche la funzione 
I I m— 4 pi 
QU PO (x) — P!Q 0 (x) — "2191 (x) PQ 


si riduca ad un grado inferiore a quello della funzione PQ 0' (x). 

A tal effetto siano a x”, bx®, cx” i tre termini che contengono x alla po- 
tenza più elevata in 0 (x), Q e P rispettivamente, dove a, B, e v sono interi po- 
sitivi che possono anche ridursi a zero; meno l’x, poichè se ciò non fosse si avrebbe 
a trattare l'integrale d'un differenziale razionale che si sa essere sempre possibile 
in funzione finita esplicita: a, 6, c sono costanti qualunque. Il termine di grado 
più elevato nella funzione precedente sarà 


a b Cc merrier (6 een mi) 


ni 


termine di grado uguale a quello di PQ6'(x) se non è 


m— 1 
m 


B— y — à 0 


In questa espressione a, ß, m hanno valori cogniti, d'incognito vi è solo v del 
quale però si sa che deve essere un intero positivo od anche zero, ma non mai 
negativo, quindi 
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x 
(6) Liza srl arci 


darà per prima condizione che « sia divisibile per m, ed inoltre, poichè v è po- 
sitivo, dovra essere 


a 
6—a-+-—>ovvero — 0 
m 


queste sono le condizioni cercate. 

4. Il grado del coefliciente di dx sotto il segno d’integrazione nella (4), per- 
chè essa possa sussistere, non deve sorpassare — 1. (Per la dimostrazione si veda 
la citata Memoria del sig. Tchebichef a pag. 95). 

5. Riduciamo allo stesso denominatore il coefficiente di dx sotto il segno d’in- 
tegrazione nella (4) esso diverrà 


f (2) Q? + F (x) QUO (x) P— PI F (x) Q0 (x) — SEF (x) PQ" (x) 
Q°F(x)0” (x) 


Se non si verificano le condizioni del N° 3 il grado di questo coefficiente sarà 
quello di 


(7) 


I ACOSTA ovvero quello A) 


0° F (x) 6” (x) Q°F (x)0” (x) 
secondochè si ha 


met TI G > 0 < grado BEL We LAS = (2) 


Q° F (x) 6” (x) Q’ F (x) 6” (x) 
Suppongo dapprima che la seconda di queste due ineguaglianze sia quella che 
ha luogo. Perchè cid sia dovra aversi 


grado f(x) Q0°< grado F (x) PQ 4 (x) 


grado 


ossia 
grado F (x) 6' (x) + grado P + grado Q > grado f(x) Q + grado Q 
e poichè 
grado P > ovvero = 0 
l'ineguaglianza precedente sara necessariamente verificata se lo è la seguente: 
grado F (a) 6" (x) > grado f(x) Q ossiao > grado f(x) Q — grado F (x) 0" (x) 
tolgo l’unità dai due membri, ed osservando che 
i + grado 9! (x) = grado 0 (x), 
si ha 
Tom. IV. N° 3. 1861. 21 
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| Se ps N 
(8) grado f (x) Q — grado F (x) 6 (x) = grado Fol) <—1. 
Se oltre la (8) si verificasse pure la seguente 
gt 
(9) grado - Da > — 1 
0 He (x) 
P dovrebbe essere eguale a zero, senza di che il coefliciente (7) sarebbe di grado 
superiore a — 1 contrariamente alla proposizione del N° 4. 
Diffatti da 
0! 
grado EUR > —1 
Q 2 pih (x) 


si deduce 
grado 0° (x) — grado Q 97% (x) ani 
ovvero 
grado F (2) Q 0° (x) — grado F (x) Q*0” (ae) > — 1 
ed a più forte ragione 
grado P+-grado F(x)Q8 (x) — grado F (x) 0° pri (x) > — 1 


poichè P non puo essere di grado negativo. 
La (9) puo essere trasformata nel modo seguente 


6 (x) 








grado io > grado 9! (x) — grado Q — = grado 4 (x) 
05” (x) 
= grado 6 (x) — 1 — grado 0 — + grado 9 (x) = "+ grado 9 (x) — 1 — grado Q 


m—A 


— "= grado 6 (x) +-1— grado Q — 2 = grado x 9” (x) — gradoQ —2>—1 


m 








e cambiando ı segni dei due membri 


m—i 


grado Q —- gradox 9 ” (x) +2 «1 
ovvero 


(10) grado POUR, 


208 m (x) 





che è la forma sotto la quale fu presentata dal sig. Tchebichef. 
Verificandosi la (10) non è possibile che abbiano luogo le due condizioni del 


N° 3. Difatti la (10) può essere scritta così , conservando le annotazioni di quel 
numero 
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6B—1—*=+a<—41 ovvero B— "2% a<0 


m 





per cui » dovrebbe essere negativo, il che & impossibile. 


6. Il grado del coefliciente di dx sotto il segno d'integrazione, o che dipen- 





dera da quello di re o da quello della derivata di i se non hanno luogo le 
condizioni del N° 3; suppongo dapprima che il grado di detto coefficiente dipenda 
dalla derivata di Ui ossia che si abbıa 


Q 
grado f(x) Q <grado F (x) P Q 8" (x) 


il che ha sempre luogo quando si verifica la (8). In tal caso il grado del coeffi- 





ciente in discorso non potendo essere superiore a — 1 il suo massimo sara dato 
dall’equazione 
POLE 
grado ae a = — 1 
Q 9 m (x) 
questa fornisce successivamente 
0 (x 
grado P + grado ze iat = grado P— 1 — grado sita = — 1 
x Q 9” (x) 0 m (x) 
ossia 
(11) grado P = grado ———. 
5” (x) 
Si osservi che grado P è un intero per cui se grado =; fosse frazionario 





0” (x) 
dovrebbesi prendere, per grado P, l’ intero immediatamente inferiore , essendochè 
esso non può sorpassare quello che risulta dalla (11). Questo rinviene a dire che 


Q 


grado P deve essere l’intero immediatamente superiore a grado —~—— come 
TRON) 





nunziò il sig. Tchebichef. 

Si vede che in qnesto caso non si potrebbe ottenere per P un grado maggiore 
del precedente, procurando di soddisfare, ammesso che ciò fosse possibile, alle con- 
dizioni del N° 3, perchè esse danno 


v= grado P = Bf — =z 


che @ appunto quello risultante dalla (1). 
Se pol non si avesse 
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grado f(x) Q°> grado F (x) Q 4 (x) 
si potrebbe procurare di distruggere 1 termini del numeratore che sorpassassero in 
grado quello del denominatore diminuito dell’ unità, riducendosi l’un l’altro i ter- 
mini di grado massimo nel prodotto /(x)Q° con quelli provenienti dalle altre parti 


del numeratore di tale coefficiente di dx. Ma perchè ciò possa verificarsi è neces- 
sario che si abbia, supposte non verificate le condizioni del N° 3. 


grado f(x) Q = grado F (x) P Q 4? (x) 


da cui 


grado P = grado f (x) Q — grado F (x) 0 (x) + 1 ovvero 


grado P = grado alte sch 
(x) 9 (x) 

Quindi il grado di P non potrebbe essere maggiore di quello assegnatogli dal- 
la (12) se questo è maggiore di quello che risulterebbe dalla (11), e viceversa. Si 
osservi qui, sia nella (11), sia nella (12) che dalla forma di grado P risulta evi- 
dente che ad ogni unita che aumenta grado Q esso aumenta pure di unita, come 
si era detto al N? 2. 

Si osservi inoltre che quando « & divisibile per m, il grado assegnato a P 
dalla (11) soddisfa, esso solo, alle condizioni del N° 3, e quindi procurando di sod- 
disfarle, non si perverrä ad ottenere per tale grado un valore maggiore di quello 
determinato nel modo precedentemente indicato. 

T.P dovendo essere un polinomio intero la sua forma sarà 


+ 1. 


PERRET LD x. 


ed il suo grado 7 sarà determinato per mezzo delle formole del numero precedente. 
P dovra verificare identicamente l'equazione 


d F (x) 9° F a F (x) V 
(13) fix) en (e LT QUE) » — (2) 


che si desume dalla (3) moltiplicandone per F (x) i due membri. Il primo mem- 





bro di questa equazione è un polinomio intero, ciò che si vede dalla semplice sua 
ispezione, avuto riguardo al modo col quale è formato Q per mezzo F(x) e di 
0(x): il secondo dovrà dunque essere del pari un polinomio intiero. Esaminiamone 
la formazione. In esso U non contiene che fattori lineari ed è primo con V e con 


6(x), dunque dovrà dividere del Il quoziente F (x) conterrà tutti i fattori primi 


di Q provenienti dai fattori moltipli che F (x) non ha comuni con 0(x) affetti di 
un esponente non minore di quello col quale entrano in Q. Quanto a quelli che 
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F(x) ha comuni con 0(x) vi entreranno collo stesso esponente che hanno in F (x) 
perchè U è primo con 0 (x). Non vi saranno in U fattori che non dividano F (x). 


Indicando con D il massimo comun divisore fra 0(x) e 0" (x), nel quoziente® 


vi saranno tutti i fattori che F(x) ha non comuni con 0(x) allo stesso modo co- 
me entrano in Q, e quelli poi che F (x) ha comuni con 0(x) vi saranno ripetuti 
un numero di volte marcato da quello che entrano nella derivata del prodotto 
F(x) 9(x) diminuito di quello che entrano in 9' (x) ossia nel modo istesso che 


+ Oe Q 
esistono in F(x), dunque il polinomio, intero nella x, D sara fattore del secondo 


membro, e dividendo i due membri per ti il secondo resterà intero , ciò dunque 


deve pure verificarsi per rapporto al primo. 
8. Alcuni dei fattori di F (x), benchè diversi da quelli di 0(x), potrebbe (for- 
se ?) mancare in U, per cui indicando cong il loro prodotto, si potrà scrivere 





ne Ope er) 
da cul 
DES F(x) D 
¢ 0 
ma il differenziale della parte logaritmica + deve verificare la condizione 
U gm (x) 
grado È en 
Le = Ey ar 
U 0 nu (x) < 


dunque il massimo valor di grado V è dato dalla equazione 
Le Tano 
grado V — grado U 8” (x) = grado V — 1 — grado— 0” (x) = —1 
x 
ossia 
io 
grado V = grado = nt ts) 
e sostituendo ad U il suo valore 


4 
F(x) 9” (x)D 
fe 1 Va fi 1 N uen M 

grado grado xoQ 


Il massimo di grado V corrisponderà al minimo di grado 9, quindi saremo certi 
che grado V non potrà sorpassare quello che gli viene assegnato dalla formola seguente 
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1 


| m 
4) grado V = grado FU) Ea AU 
x Q 

Quindi V non potra avere un grado maggiore, quando il secondo membro sia 
frazionario, dell'intero immediatamente inferiore a quello che gli sarebbe dato dal- 
la (14) essendochè V è funzione razionale ed intera della x. Con queste condizioni 
si determineranno i B,, B,.... B,. 

9. Esaminiamo se le costanti contenute in P sono suflicienti per soddisfare a 
tutte le condizioni sovraccennate. ì 

Supponiamo dapprima che sia 





grado di - < grado MERS | 
SAR Ea bees | F (x) 6 (x) 
nel qual caso, il grado di P è dato dall’intero immediatamente superiore a 
grado QL 
IN) 


6(x) sia del grado n, = (m—ı)k--r. Le costanti in P saranno in numero 
eguale ad 2 +1, poichè sono i rapporti degli 7. coefficienti delle n potenze del- 
la x che vi entrano e del termine che ne è indipendente al coefficiente del primo 


termine di Q. Nella divisione per LI del primo membro della (13), acciocchè il quo- 


D 
-ziente sia intero si deve soddisfare un numero di condizioni eguale a grado D’ per 


cui risulterà determinato un egual numero di costanti. Vediamo dapprima di espri- 
mere il grado di P in funzione dei dati, esso è eguale all'intero immediatamente 
superiore a 


m?—2m +1 
= grado Q — "(m — 1) k-H-r] — ı = grado Q — ————___ % 


grado 
m 


m_-A 


SOR) 


mr—r Ve 
—ı1=grad Q—mk + 2k—r—1 — ; 
m 








m 


Suppongo ora k==mh + allora sarà, essendo /<m e r<m ed entrambi in- 
teri e positivi, 
<i l—r 
gradoP ~ gradoQ—mk +2k—r—h— 


== m 





{—-r 
e ——— > 0 ovvero <0 secondo che /> ovvero <r, nel primo caso dovrebbesi prendere, 


[A 
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poichè grado P è intero e positivo 


~) 


grado P = grado Q — mk + 2k —r—h—41 
e nel secondo 
grado P = grado Q—mk-+-2k —r—h. 


Ed il numero delle costanti a determinarsi contenute in P sarebbe, a seconda 
dei casi, eguale a 


Pood 
grado P + 1 = grado Q—mk + 2k—r—h +;=- 


2 


di 


. . ) 1) 
delle quali ne & stato determinato un numero eguale a grado = per poter eflet- 


tuare esattamente la divisione sopradetta; ne resta adunque a determinare un nu- 
mero eguale a 


1 1 
grado Q — mk +2k—r—h + tan! grado È 


= grado D—mk +2k—r—h +=; 

Il numero massimo di esse, per un grado di 9 (x) dato, corrisponderà al mas- 
simo di grado D e questo dall’Algebra si sa che corrisponde al minimo numero 
delle radici differenti dell'equazione 9 (x) = 0. Poichè in 6 (x) si è supposto, N° 2, 
che non possano esistere fattori ripetuti più di m2—4 volta, risulterà che il mi- 
nor numero possibile di radici differenti di 0 (x) — 0 sarà À + 1, se r>0, il che 
sì può sempre supporre, perchè 7 può variare da 0 ad m—41 e se si avesser=0, 
si potrebbe porre k, = À — 1, e r — m—1, e l’Algebra elementare c’insegna pure 
che in questo caso grado D è uguale a quello di 9(x) diminuito di A + 4 unità, 


dunque sara eguale (mn — 1) £ + r—k—4, e perciò il numero delle costanti an- 
cora a determinarsi sarà 


1 il 

A Pilg Zu m SRE rh + ce 
1 1 1 È 
= —1— A+ - + - = —h— - + - 
2 2 2 2 


dunque le costanti in P non saranno generalmente in numero sufficiente per sod- 
disfare a tutte le condizioni se non nel caso di À = 0, e di r>/, e di più che 
9 (x) non contenga che il minor numero possibile di fattori differenti. 

Se poi si avesse 





DACIA > grado - 
F(x)0(x) x 6” (x) 


grado 
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allora essendo 


f(x) Q 
F (x) 6(x 
le costanti a determinarsi in P sarebbero in numero eguale a 
f(x) Q 
F(x)0(x) 


grado P = grado ) +1 


grado P +1 — grado + 2 


delle quali, quante unita sono in grado = sarebbero determinate per rendere il 
primo membro della (13) divisibile per = Il grado del primo membro della (13) 
ee D ee | he id Sopra ln 
diviso per > sarebbe eguale a gra o f(x) — grado po © questo supera quello di 
di tante unità quante ne sono in 

grado f(x) — grado a= grado V 


e perciò sara necessario un numero eguale di costanti per fare scomparire le po- 
tenze della x che iu tal quoziente sorpassano il grado di V, onde per le due ra- 
gioni suddette ne è determinato un numero eguale a 


grado s + grado f (x) — grado à — grado V = grado f (x) — grado V 


ne restano dunque a determinare tante, quante unita sono in 
f (x) Q 

FCI) 
Basta sostituirvi 22 massimo grado di V per avere il massimo numero delle 


costanti che restano ancora a determinare, ma questo non può sorpassare grado 
4 


F (x) 6” (x) D 


grado + 2 — grado f(x) + grado V, 


ossia e eguale tutto al piu all’intero immediatamente superiore a 











x Q 
4 
| x) 0” (x) D F (x) D ae 
grado #0 —1= grado a. 2 + grado 6” (x) = 1 
F (x) D 
— grado i + +; [m —1) (mh +l) +r] —1 
F | LE 
— grado I Ds e) h + I — i er 
n 
ossia prendendo il segno + od il segno —, come precedentemente, sarà 

grado V = grado Si 2 + (m—1)h+1 =} 


per cui il numero delle costanti a determinarsi residuera finalmente a 
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| fix) Q ar F (x 
grado F aoa) — grado f(x) + grado D — 1 + grado 0 
+ (m — 1) h+1—; miss : +2 = — grado 0 (x) 


+ grado D + m h+i—h— = + 1. 


Ma è il massimo della differenza grado D—grado8 (x) ——#—1, come si 
desume dal detto precedentemente; osservando che mh-+-/ =k, il massimo delle 
costanti a determinarsi sara dato dall'espressione 


1 
e ene pie do 
2,6 2 PET DO 


come nel caso precedente. 

Quindi ne mancherebbero A od h +1, ossia si avrebbero più h od h + 1 equa- 
zioni a soddisfare che incognite disponibili (costanti a determinare) per cui elimi- 
nate queste resterebbero h od A-+-ı equazioni di condizione fra i loro coefficienti 
che sono pure coefficienti dei polinomi f(x), F (x), 9 (x), (poichè quelli di Q sono 
funzioni razionali di quelli di (F(x) e @(x)) le quali se non si verificano, non 
può sussistere parte algebrica, per cui in generale o l'integrale proposto è possi- 
bile con soli logaritmi, non è possibile in funzione finita esplicita, e così si vede 
chiaramente che se ai polinomi f(x), F(x), 0(x) si lasciasse la loro più grande 
generalità, queste equazioni non sarebbero soddisfatte, perchè esse stabiliscono fra 
coefficienti suddetti delle relazioni che equivalgono alla determinazione di 7 od 
h--ı di essi, a seconda dei casi, in funzione degli altri, ossia gli rendono fun- 
zioni determinate degli altri, e quindi essi non sarebbero arbitrarii. Per cui risulta 


il teorema: 
lidi 


O che l'integrale | ne 
FX) 0 Gr) 


cettuati in confronto di quelli in cui ciò ha luogo), o non è nemmeno possibile 
in funzione finita esplicita aggiungendovi una funzione algebrica, quando sia grado 


è possibile con soli logaritmi (pochi casi ec- 


0 (x) > m (m — 1). 
Quando grado 


ANE RES > — 1 


F (x) 9” (2) 
Vintegrale precedente non è possibile in funzione finita esplicita, N° 4, con soli 
logaritmi, dunque (pochi casi eccettuati) in generale se è grado 9 (x) > m (m—1) 
tale integrale non sarà possibile in funzione finita esplicita. 
Tom. IV. N° 3. 1861. 22 
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QUADRATURA DELLA DOPPIA ELLISSOIDE DI RIVOLUZIONE 








1° Ravvolgendosi una curva piana attorno l’asse delle x, si ha per la super- 


ficie generata dall’arco s della curva 


Sears 


ove 7 rappresenti la normale alla curva nel punto (x, y). In una ellisse di equa- 


zione 
na Va 
Pam ee 
ponendo ae=y (a — 8°), si ha 
2 2 2 
n=—(/(a—e'x 
a vi 


d’onde 





a 


S — gid fax Va —e x’) 


Quest’ integrale come è noto si compone di una parte algebrica, e di una parte 
trascendente trigonemetrica, ed i limiti dell’integrale x=0, x = porgono dopo 
di aver moltiplicato per 2, l’intera superficie ellissoidica generata dalla rotazione 
dell’ellisse attorno l’asse maggiore. Per ottenere l'integrale relativo alla superficie 


generata dall’ellisse attorno l’asse minore 20, basterà cangiare a, in b, b in a, x, 
2 


. donde si avrà 
ii 





in y, ed e& in — 


ra = fivet 


10 





Questo nuovo integrale egualmente si compone di due parti, una algebrica e l’al- 
tra trascendente logaritmica: ed i limiti dell’integrale per la meta della superficie 
saranno y = 0, y = d. Lo scopo di questo breve articolo è di far rimarcare, come 
i due integrali in proposito si riducano alla rettificazione di due curve , il che 
permette per la quadratura della doppia ellissoide di poter enunciare un risultato 
del tutto somigliante a quello che si ha per la superficie sferica. 

2° Prendendo il secondo dei due integrali cioè 
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27 
s— 25, fave +é 
pongasi 
È afi—e) du 
ey=alı —e)tnew, dy = ——— 7 
? ) du J e COS? ut 
si avrà 





S 2ra(1— e) (du 
= e COS? x 


Quest'integrale s'incontra nella rettificazione di una parabola , per cui la quadra- 
tura di uno spazio superficiale generato dalla rotazione di un segmento ellittico 
attorno l’asse minore, si trova numericamente rappresentata da un’arco di para- 
bola: per conoscerne il parametro, sia per la parabola 


Ja Be 


Vequazione è verificata per mezzo di un angolo w, dai due valori 


Va £ tang vw, X = È tang? w 


per cui confrontato il precedente valore della y, si ricava 
2a(1—e*) 2b? 


€ ac 


L’arco s di questa parabola a partir dal vertice fino al punto (X, y) sara espres- 
so dall’angolo w, con lintegrale 


p du a(ji—e) [ du 
Ss = — en — = 
2 | cos u e cos’ ut 


Quindi il precedente valore di S e quello di s porge 


S 


27 











= as, od S—27Tas 


Quale espressione di S è del tutto somigliante a quella di una calotta sferica. 
3° Estendiamo questo risultato all'intera superficie ellissoidica. I limiti dell’in- 
tegrale sono y=0, y = è ai quali per l'angolo w, in forza dei valori 
ey=a(1— e°) tangu, b* — «(1 —e) 
corrispondera 
e 
u=0, lang u = Me 


Fatto quindi 
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‘eee AE. 
V (1—e) 


e chiamando s, l'arco di parabola corrispondente ai limiti w = 0, u = u), si avrà 
tanto per l’intera superficie S, quanto per l’arco s, 


GUIA ra (i—e) [“ du afi—e) ("du 
ET en Ay ee - > 
e MATOS LA pe e o così 


SAT US 


) arc. See) 


u' = arc tang ( 











d'onde 


Cioè la superficie totale dell'ellissoide di rotazione attorno l’asse minore, è eguale 
alla superficie di quattro ellissi di semiasse maggiore a, e di semiasse minore s, , 
il qual risultato è somigliante a quello della superficie sferica: I’ ascissa X della 
parabola corrispondente all’ordinata y = b =a y(t —e’), sarà 


xeno tang’ uw = == 
4 2 
Ora in questo punto speciale della parabola (y =, X = —) all'ordinata y—=b 


corrisponde sotto la medesima ascissa, un’ordinata Y, dell’ellisse, ed avremo 


b° 2 ae 2 2 2 
V=3(¢— Jaa ey ute) 


her Ws] 4 





e sostituito nuovamente e = sen z', si avra 
Y,= a cos uw y(1—(3) sen? w’) 
Determiniamo infine il punto d’intersezione di queste due curve. Il vertice della 


parabola trovandosi nel centro dell’ellisse, dovrà sussistere per il punto (x, , y) 
d’intersezione 


b° 2b’ 


Fi= (a — x?) 7. pa x 
Pie i x ! ae a: 





quindi dall’eliminazione si trae l’equazione di secondo grado 
EX -F2ax, = ae 

d’onde daila risoluzione 

— a + a V(i+e’) 

Hy SC ————— 

e 

Prendendo il segno +, e sostituitoci e = senw si avra 

x, = a [y (1+ cosec’u') — cosec u'] 


Di qui si otterrà egualmente il valore dell’ ordinata y, : aggiungiamo inoltre che 
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l'integrale rappresentante l’arco s,, della parabola dipende dal logaritmo Neperiano 
della somma, sec u + tang u, per le quali è noto, che 

r=a (secu + tang u) 
rappresenterà l'equazione polare di una curva del terzo ordine conosciuta sotto il 
nome di Logociclica, nome attribuitogli dal sig. J. Booth. 

4° Indichiamo brevemente una somigliante ricerca per l’ellissoide di rotazione 
attorno l’asse maggiore: per la quadratura di questa superficie abbiamo come sopra 


S — ul je: V (a — e° x’). 





a 
L'integrale è sempre composto di due parti una algebrica, e l’altra trascendente 
trigonometrica, quand’anche per la semisuperficie si prendano per -l’integrale i li- 
mitix = 0, x =a, ed è assai facile il provare, che l’intera quadratura dipende 
dalla quadratura di un segmento di una data ellisse: ma per riportare questo in- 
tegrale ad una altra rappresentazione geometrica pongasi e x = a seng , per cui 
e dx =a cosg dg, Yla* — e? x?) = a cos 9 d'onde 


2rab È 
Sis d 9 cos' 9 
e 


I limiti per la meta della superficie sono 





Be sende 
e chiamato 9 quest’angolo si avrà 
o=0, 9 = 0 — arc. sen (e) 


quindi per l’intera superficie. 


bh (8 
ore ee | cos 9 do 





e 


Dall’integrale indefinito abbiamo 


Re ‘IE 


e sostituiti gli indicati limiti, si ottiene il noto valore delle superficie S. Che se 
piuttosto si voglia determinare quella curva, ove ritenuto per + linclinazione della 
medesima al punto (x, y) col chiamare s l’arco corrispondente in modo da avere 
A(seng cos 9 +0 
SE SITI er a 
ed ove A rappresenti un parametro arbitrario, allora per i differenziali dx, dy si 
avra simultaneamente 
de = À cos o do, dy — A sen » cos” gdo 


Integrando si ha 
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—Acos’¢ 


9. 
v 


A sen 9 








x = (2-+ costo), y = 


3 
L'eliminazione dell’angolo 9 porge I’ equazione della ricercata curva: pongasi per 
brevità cos 9 = 2, avremo 

se = A(2+2)V(1—- 2), ar = A 3° 
d'onde dalla prima 


ovvero 90° = A? (4 —3 zZ’ — 2°) 
Di piu D'yrE— ARR 
e si avra 9x +9y° = A°(4— 324) 


Dalle quali due ultime si trae 
BA — ale ey) aan 
e perciò la richiesta equazione della curva sarà 
[4 A? — 9 (x° + y’)]* = 27. 81. A’ x! 
la quale ascende al sesto grado, per cui al sest'ordine appartiene la curva in que- 
stione. Riprendendo infine per l’intera quadratura dell’ellissoide l'integrale 


at ab 9 
STE | cos” 9 dp 





€ 


b n 
e posto A =—. ne segue che l'integrale 
e 


Deere 
sr = — | cos o do 
e 0 


esprimerà un’arco della ritrovata curva del sesto ordine, e per la quadratura del- 
Vellissoide di rotazione attorno l’asse maggiore si avrebbe S = 4745; cioè eguale 
a quattro aree ellittiche. 

In questa guisa la quadratura delle due ellissoidi si esprime sotto un mede- 
simo enunciato. 

Osserveremo in ultimo che la sostituzione imaginaria 


senu = V — 1. tang 9 


du 5 
fa = y —1. Jos do 


la quale pone in evidenza le note relazioni delle linee trigonometriche, con i lo- 
garitmi imaginarii, e viceversa. Serva questo breve articolo a maggior illustrazione 
delle elementari applicazioni del calcolo integrale alla geometria. 


porge 





BARNABA TORTOLINI 


~ 


PURA EE APPLICATA AT 


RISULTATI DI GEOMETRIA ELEMENTARE SULLA PIRAMIDE, 
E SUL TRONCO DI PIRAMIDE A BASI PARALLELE. 


ne OO rr 208 


1° Il volume di un tronco di piramide a basi parallele S, S', e di altezza A 
sara come è noto 


V =—(S+S'+ ySS) 


Volendo ricercare quali siano le distanze x, x’ della superficie media VSS' dalle 
superficie S, S', si troverà facilmente. 


er Se To avis 
a sl: MOUSE. 


2° In una piramide fra le superficie S della base, e la superficie X che passa 
per il centro di gravita della stessa piramide si ha 


Ora da queste due superficie S, X, e la sua media geometrica ÿ XS possiamo 
trarre una relazion somigliante al teorema Pittagorico per i cateti 3, 4, e l’ipote- 
nusa 5 pe quali si ha 9 + 16 = 25. Infatti dalla precedente equazione fra X , ed 
S, abbiamo egualmente 
9S° == 16X S, 16 X° —9XS 

e sommando 

9S’ + 16X° = 25 XS 
la quale equazione di secondo grado risoluta o ad X, o ad S, darebbe le due 
radici 

es 

16 
3° In un tronco di piramide a basi parallele e di altezza A, le distanze del 

suo centro di gravita dalle basi, S' saranno 


RS ÿ +25] PE k [(¥$ + YS) +25] 
4 S+S+YSS ? 4  S+S + yss 


Di qui l’area X, che passa pel suo centro di gravità parallelamente alle basi sara 


9 Sie SN? 
ate VS VS — JS" 


ed ove se si facesse S' = 0 si otterrebbe nuovamente l’area X del centro di gra- 
vità dell'intera piramide. BEST 
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SUR LA TRANSFORMATION DU TROISIÈME ORDRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, 
EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. HERMITE A’ L'ÉDITEUR. 
(C. W. Borchardt journal des mathématiques tom. LX N° 3). 





....Soit une forme biquadratique, et son covariant du 4°™° degré à savoir 
fH=axri+abxiyt+ocxy’+ibaxy +a'y' 
g = (ac — b?) x + 2 (ab'—be) x’ y + (aa! + 2bb' — 30°) x? 7° 
+ 2 (ab — delay? + (ac —b?)y" 
En posant suivant l'usage 
I = aa! — ıbb' + 30? 
J=aca' + abe b— ab” — a' 6? — c? 
je considère ces deux covariants qui sont encore du 4*"° degré 
Is—Jf et Ig—+3Jf 


et qui conduisent a la relation remarquable que voici 
Nommons F, et G ce que deviennent f, et g quand on y remplace x, et y 


1 df 1 df 


par Tal 


sur 3 dx 


, on aura 


IG —JF = g? (Ig +-3Jf) 
Il en résulte d’apres le principe algébrique de Jacobi pour la transformation des 
fonctions elliptiques qu’ en supposant y = 1 et x seule variable et faisant pour 
abréger 
A (x) = Ig — Jf, 
A' (x) = Ig + 5Jf, 
on aura 


dz dx 


nn 
VA (2) VA (x) 
z étant lié à x par cette relation du troisieme degré 
bx? + 3c x? 2x + a 
axr'+4-30x*4-30 2x0! 


” 
© — 


et M désignant une constante. C’est donc la transformation du 5%" ordre qui 
s'offre comme conséquence de la théorie algébrique des formes biquadratiques. 
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RICERCAFONDAMETALE PER LO STUDIO DI UNA CERTA CLASSE DI PROPRIETA” 
DELLE SUPERFICIE CURVE. 


MEMORIA 
DEL SIG. PROF. FELICE CASORATI. 


(Continuazione e fine V. Tom. II. N° 6. 1860, pag. 379). 
SAT TE 
§. IV. 


Passiamo alla ricerca delle funzioni inalterabili degli ordini superiori. La equa- 
zione 
(41) o= Ÿ 


rende molto semplice tale ricerca, dispensando mediante le sue derivate dal ricorrere 
alle derivate delle equazioni (8) di ordine superiore a quello delle (17). Le derivate 
prime, rispetto alle (X), della (41) sono le due equazioni comprese nella 


m 
(42) Sn a MT op") (h = 4, 2 
e le derivate seconde sono le tre comprese nella : 


(43) LE e + Ing” To — gue) IE) 


dove le derivate della 9 e della ® sono espresse conformemente alla notazione (74). 

Non voglio ommettere, sebbene forse superflua, l'osservazione che, prendendo le 
equazioni (42) e (43) invece delle derivate delle (8) successive alle (17), non si 
abbandona punto la via d’eliminazione tracciata in generale nel secondo paragrafo; sì 
che non può sorgere dubbio d’esistenza di equazioni (2) fuor di quelle che si an— 
dranno incontrando. Ognun vede infatti che le equazioni (42) altro non sono se non 
quelle nelle quali trasformansi le (14) corrispondenti ad m = 3 (il cui nnmero è 
quindi m — 1 = 2), qualora alle derivate seconde e terze delle (x) sostituiscansi i 
valori ricavabili dalle (16) e (17); e le equazioni (43) non altro che le (14) stesse 
corrispondenti ad m = 4 (il cui numero è m — 1 = 3) gia liberate dalle derivate 
terze e quarte delle (x). Le quali conclusioni, se vuolsi, si ponno dedurre anche dal 
semplice confronto dell’ osservazione finale del paragrafo su citato con questa, che 


nella espressione di : 
(Ax) 


la parte contenente le derivate (delle A,,) dell’ordine il più elevato è, fatta astrazione 
Tom. IV. N° 4. 1861. 23 
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1 
dal fattore — DA? la seguente : 
(af «x P_q) 
> de (basilari Ang ays : 


Consideriamo adunque in primo luogo le equazioni (42), le quali combinate colle 


(8) daranno i valori delle derivate prime + ed una funzione inalterabile, 


1.292 
TRE 
che sara la più semplice possibile dopo la 9. 

La funzione inalterabile si può tosto ottenere nel seguente modo. Si moltiplichino 
fra loro le equazioni : 


(À) n (k) 


(44) En =o , Sam 


si avra 
mn (4) 
x ng” gl — so SD © 

Di Dedo re 


la quale moltiplicata per la (8) dà: 


r 


Eh wi) etic PU i ee 
ZX an uni; Ane 0 


a 


Su questa infine si faccia l’operazione W,%,.(— 1 e poscia si applichino le ri- 


duzioni (28) e (31) e per è° si ponga il valore = si otterrà: 


1 r+s mM 0) 1 h+k WERL 
(45) rd: (—1) 0,9 9 DA DM!) Au® d . 


éd 7 


La funzione inalterabile primo o secondo membro di questa equazione verrà indicata 
congoY e quindi la equazione stessa con y = Y. 

Per trovare le espressioni o valori delle derivate prime adopriamo le equazioni 
(42) e le due altre che provengono dalla (8) col porvi successivamente h=k—1 , 
h =k = 2; vale a dire le quattro equazioni : 


(46) Dim gm aoe ’ SSA Gr 7 Se An, = 2. 


Prima di risolverle, per brevità si ponga : 


Ari a, 
2) 
et 


(47) e, = 








; od altrimenti : e,== S.(—1)° a = 9 


st notino le identita : 


PURA ED APPLICATA. 179 


(r) ( 


) 1 
+o, Ÿ C,e, = alt, si ) ad (1 Ap, €, €, = d , 


come pure, rammentando le proprielà (20), la seguente (49) : 


(49) 31° al = [No (-1)9 0,5 9 = [en] 


Ciò premesso, le equazioni (46) posto h = 1 danno due coppie di valori per + e 
=, e posto h = 2 due coppie di valori per + e 2. Scelta però una fra le prime 
due coppie, resta fissato quale fra le seconde due s’abbia a prendere. Hs 
se, osservata la (9), si pone : 
A 
(50) d= 1 — hs 
ya 
dove 7 esprime l’unità positiva o negativa e YA, ya esprimono le radici quadrate 
positive; allora per la $ = Y e per la forma che la prima delle (48) (in lettere 
maiuscole) attribuisce a Y, si ha anche: 


e, €, 
o ol?) 
ae 


(43) 








Pr ‘JE, Ea 
WA] 9“ 
il qual valore di d, paragonato a quello che si avrebbe ponendo nel determinante 


1% 











le soluzioni delle (46), mostra che le soluzioni stesse ponno esprimersi colla 





mlto mir 
tir wm 


formola : 

m (—1)” 
h a.) 
Notinsi, come relazioni immediatamente connesse con queste soluzioni, le : 


€ 1 E, E D' 99) _ 
men EE SEEN LT SCI VAR TE TE 
(52) Dee, 5 E, , ieh (15 da LA I (—1)’ % 


100 12 
Abbandonando ormai le equazioni (42) per passare alle (43), concludiamo che 
esiste una, ed una sola, funzione inalterabile del terz'ordine, la yo Y. 


1 
CES hy 


(5 1) gl) ) I 








S. V. 


Le equazioni (43) condurranno alle funzioni inalterabili del quart’ordine, con tre 
delle quali e colle 9, Ÿ si potrà certamente esprimere ogni altra funzione inaltera- 
bile dell'ordine medesimo, poichè tre sono le equazioni in discorso. Cambiando le 


lettere rappresentanti gl’indiei, esse ponno scriversi come segue : 
* 


180 ANNALI DI MATEMATICA 


(53) >> gun E LS, gl = D mn=1,2 


d'onde colla sostituzione del valore (29) si passa alle : 
pi 1 
gia) __A\w,{(o) = (61) SS true 
SDE fee Een + ESS d'est =| 


v 
La parte di questo primo membro che contiene — pr ove SI rammenti la (49) e per 


brevità si ponga : 


1 
(54) gi “UF Sa (lo = Juv Ju 


assume la forma : 


P- 
DSi, dat ci 


y 
mn 
L'altra parte, trasportata nel secondo membro (al qual fine basta scrivere (—1)° in 


luogo di (—1)®), ove si osservi che per la seconda delle formole (47), per le (20) 
e per la prima delle (52) si ha : 


ZE. (—1)a,: 9 RA = Xe |. [e Jk is]. =]. 


l’altra parte, dico, assieme a ®””) e pel noto valore di 0°, dà per risultato : 
Gun = 
Le equazioni adunque, che provengono dalle (53) col sostituire ad >= il valore (29), 


si riducono alla forma : 


(55) Yan re 


Questa forma é rimarchevole perché la stessa delle equazioni (8) donde siamo par- 
titi, e perche quindi addita senza ulteriori operazioni tre funzioni inalterabili del 
quart’ordine, da potersi risguardare siccome quelle colle quali (e colle 9, 4) si ponno 
formare tutte le altre dell’ordine medesimo. Infatti, chiamando g il determinante degli 
elementi g,,, cioè nel nostro caso la espressione: 9,1922 — 912 9215 Si avrà, nella 
stessa guisa con cui si ebbe la (6), la seguente : yo” = G, e però : 


(56) Jo, 


inoltre quel processo, che dalle (8) e (41) ci condusse alla (45), dalle (55) e (41) 
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ci condurrà alla prima delle seguenti equazioni, come ci condurrà alla seconda par- 
tendo dalle (55) e (45). 


3 Lo Ea (AP ge = ED, Be (- 174 6, aa 
sn? 3 


Er La (1) ge PES, Eu (AY GO 


Che mediante À tre funzioni inalterabili quì trovate, e le due 9 e y si possano for- 
mare tutte le altre d’ordine non superiore al quarto, lo si conchiude riflettendo che 
dalle tre precedenti equazioni si può tosto risalire coi valori (51) alle equazioni (53). 


§. VI. 


Abbandoniamo la ricerca delle funzioni inalterabili degli ordini superiori, le quali 
hanno tenuissima importanza in confronto di quelle degli ordini meno elevati, e fac- 
ciamo invece alcune considerazioni sui risultati già ottenuti. 

Si noti, in primo luogo, che trovata la (45) non si fece uso delle sue derivate 
prime, per la ricerca di funzioni inalterabili del quart’ordine, pel solo motivo di se- 
guire fedelmente persino nell’apparenza la via tracciata nel secondo paragrafo. Ora 
però non sarà inutile l’osservare, a compimento di una precedente considerazione , 
che trovate due qualsivogliano funzioni inalterabili &, È (ovvero Z, =), quel processo, 
che dalle (8) e (41), vale a dire dalle (8) mediante le (44) condusse alla (45), 
dalle (8) stesse col mezzo successivamente delle : 


ne n — 
= gen M ER AL, o — 76 
int h È k 
m m h n n ik 
Dn = 2°, Se Hasta iR 
Sims, „eo 


conduce ordinatamente alle tre equazioni esprimenti l’inalterabilità delle funzioni : 
1 rts (r) ¥(s) 
qr (—1) a, c 3 
A rs (r) gi) 
dr 3-1) A,s è È > 
1 r+s (r) ps) 
dr >: (Li a, È È 3 
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delle quali la prima non sarebbe altro che la stessa €, qualora questa fosse formata 
colla & come la y è formata colla 9. 

Trovata adunque la (45) avressimo potuto dedurne tosto le funzioni inalterabili: 


1 ay A — 
ENT, TIE RR, 


la prima delle quali si vedrà coincidere colla seconda delle (57). 

In secondo luogo si noti che invece del sistema delle tre risultanti (56) e (57) 
si potrà prendere un’altro qualunque sistema di tre risultanti del quart’ordine, pur- 
chè tale da poterne riavere le equazioni (53). 

E facile formare altre risultanti del quart’ordine oltre le già ottenute. Si notino 
le due seguenti : 


1 1 
a DE (— 1)" 4,93 = A Di Dr (I) Au Gr 
(59) 


1 (y, id n n 
ae Di >> (— 1)#+ wei gi) — a ae Dl mo „E;!‘ n), 


La prima può ottenersi ponendo h e k in luogo di m ed n nella (55), moltiplican- 
dola per la (8), facendo poscia l’operazione Ÿ, Ÿ, (—1)*** ed applicando le ridu- 
zioni (28) e (31). La seconda moltiplicando la (55) per Ex 2, facendo l'operazione 
Da Di (—1)"™ e tenendo conto delle due ultime relazioni (52) i cui primi mem- 
bri sieno scritti coi segni sommatori. La funzione primo o secondo membro di questa 
ultima risultante non è propriamente inalterabile, a motivo di 7= + 1, ma lo è il 
suo quadrato. 
Per brevità si ponga : 


1 = = 

C= : Dr de (AA) Ma, 9770 = De (1) a, 9 4 
(60) : 

RE alri: (ij ER gf” g , a > > id Ars go ge 


sr 1 rts m) 
(61) w= aya > > ih Irs €79 


Le funzioni 4, 9,& ©, w°, del pari che 9, 4, £, sono inalterabili. È superfluo os- 
servare che la equazione 9 = © è la prima delle (57) divisa per la (56). 

Derivando rispetto ad x, la espressione della ~, vale a dire il primo membro 
della us (45), e rammentando le (47), (48) e (54), si vede che : 


1 
: Fe ond ab Sel pee LIT 
ae Preah! od altrimenti: ¢ À Si ( €; 


Na 








La 
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la quale relazione giova a presentare sotto forme diverse aleune delle funzioni inal- 
terabili trovate. Nè discende per esempio, ponendo mente alla (24) ma relativa agli 
elementi g,,, che il primo membro della seconda equazione (57) equivale a: 


1 1 tia 
adi Li CE IL: Jar Ex Cg = = ÿ, 5 (1) FR gl” yo ma A 


e che £ e w (come già 4) ponno presentarsi nella seguente maniera : 
Ale, e, 1 lo 9? 

a, ae ey, WR 

ale 9° valg y? 


Poichè colle funzioni 9 e d e con tre del quarto ordine si ponno esprimere tutte 


le altre (d’ordine non superiore) vediamo , almeno per le sei funzioni (60), (61) e 


£, in qual modo tre sieno effettivamente formate colle altre ; ossia quali relazioni 


x 


abbiano luogo fra di esse. Questa ricerca è subito eseguita e conduce alle relazioni: 


(62) if 

















(I 
’ rif pi) 


(63) RR ee reat pi ou. 
eg 1 
La prima.p. e. può tosto aversi moltiplicando la seconda delle (48) per ai I77® 
facendo poscia l'operazione Ÿ, Ÿ,(—1)"*. 
Sebbene il numero minimo delle funzioni inalterabili del quart’ordine, necessarie per 
esprimere (esplicitamente, come lo è p. e. la È mediante le 4, ¢, 0) tutte le altre 
possibili dell'ordine stesso, sia veramente tre ; tuttavia le equazioni esprimenti l’inal- 
terabilità di tre funzioni del quart’ordine comunque scelte, associate alle due o=9, 
~ = Y, costiluiscono un sistema di cinque equazioni che non sono indipendenti tra 
loro; ma tali all’incontro che una del quart’ ordine può sempre facilmente dedursi 
dalle altre quattro, le quali non sono poi ancora indipendenti fra loro. 

Non entriamo nella disamina di tutta quanta la dipendenza di siffatte equazioni 
tra loro, e limitiamoci a questo riguardo a notare come si possa risalire alle equa- 
zioni fondamentali (8) mediante un sistema di sole quattro equazioni. Per fissar le 
idee, sieno le quattro seguenti : 


quid, gi Wy FE, un = We. 
Derivando le prime due rispetto alle (X) si hanno quattro equazioni, donde si ca- 
vano per le derivate prime delle (x) rispetto alle (X) i valori espressi dalla : 
pl) A) 
YO Yo 


2) 
LOUE 

si moltiplichi questa equazione per l’analoga che darebbe il valore di ze su quella 
che ne risulta facciasi l’operazione vey Gps 5 Si Otterra : 


2 
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y ? pl) go) DA ei 
ja (0[ BeBe ee p= De lees tly ng el 
Co pt) oo” Ÿ, ¥.(—1)"" 6 vn ya a (0° yw) uf pl) 28 Y,(—1)* M, gi") iG) 


FEIN, (1) 0,90 o, 





da cui, osservando che nell’ultimo membro il coefficiente di ®” ®® non è altro che 


“ (+ w’), e sostituendo dappertutto nel membro stesso alle funzioni 4, &, w* le 


Ÿ 


loro eguali Y, =, W” ma colle forme loro assegnate dalle (62) (in lettere majuscole), 
si avrà: 
o DA 


r 
AO 


che per la w’= W’, coincide colla (8). 
Le espressioni trovate delle funzioni inalterabili ponno di molto semplificarsi pren- 





D' Dl?) 2 
y' 5a hk 





dendo sistemi di coordinate particolari. 
Assumendo come una delle coordinate la funzione 9, ossia ponendo x, =», si ha 








I 2 
g= i, N, e = — 4139 Ca = — An; 
Ao. G22 pe?) 
y= 9 9 —— 9 W dl a 
a a ya 


Tre sistemi che in questo genere di ricerche attirano in particolar modo l’atten- 
zione sono quelli nei quali, una (x,) delle coordinate essendo la 9, si prende come 
seconda (x,) : 

1° la funzione 4, cioè supponesi x, = Ÿ ; 

2° la lunghezza dell’arco della linea variabile 9 = Costante, lunghezza che riesce 
vantaggioso di supporre sempre misurata a partire da una determinata linea y=Costante; 

3° una quantità costante lungo ciascuna trajettoria ortogonale delle linee p=Co- 
stante ma variabile da una trajettoria ad altra, come sarebbe la lunghezza dell’arco 
di una determinata linea g = Costante intercetto fra un punto fisso ed il punto d’in- 
contro della linea stessa colla trajettoria corrente. La equazione di questa trajettoria, 
qualunque sia il sistema di coordinate, si trova subito essere : 


e, dt, + e, dr, — 0. 


Ognuno vede immediatamente quali ulteriori semplificazioni provengano dall’assumere 
come seconda coordinata una qualsiasi delle tre indicate. 


salt 


i 
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Se non si avesse voluto conservare sempre la massima generalità, si avrebbe po- 
tuto trarre utile partito dalle accennate semplificazioni , fissando più presto l’atten- 
zione su sistemi particolari di coordinate. Per ciò che spetta all’uso delle medesime 
nella ricerca delle relazioni fra le funzioni inalterabili, giova notare : che una for- 
mola composta esclusivamente con funzioni inalterabili esprime essa pure una fun- 
zione inalterabile, e che quindi, trovata mediante un particolar sistema di coordinate 
una relazione fra quantità le quali tutte (od una sola eccettuata, che appunto perchè 
sola sarebbe del pari inalterabile) sappiansi funzioni inalterabili , la stessa relazione 
debbe sussistere per qualunque altro sistema di coordinate. 
Per ultimo si osservi che non è difficile l’assegnare il significato geometrico an- 
che di quelle funzioni inalterabili, che non entrarono finora nelle ricerche dei Geo- 
metri, ma che pel loro ordine non tanto elevato conservano tuttavia importanza nella 


teorica delle superficie. 
Pavia, Luglio 1861. 


Tom. IV, N° 4. 1861. 24 
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LA TEORICA DEI COVARIANTI E DEGLI INVARIANTI DELLE FORME BINARIE 
E LE SUE PRINCIPALI APPLICAZIONI. 
MONOGRAFIA 
DEL PROF. FRANCESCO BRIOSCHI. 


(Continuazione V. Tom. II. :77) 


Cap° VII DELLE FORME QUADRATICHE, CUBICHE, BIQUADRATICHE. 


1° Abbiamo dimostrato al Cap? I° $. 2° che l’Hessiano di una forma qualunque 
è un covariante della medesima. Considerando la forma : 


U == (do) A, +... An)(£, y)" 
Si avrà quindi che l’Hessiano : | 
1 de? da dy Oe 
Me awa) I 


2 


dedy dy? 





è un covariante di secondo grado e dell’ordine 2(n—2) della forma u. Un secondo 
covariante di w si ha dall’espressione (Cap? 1° § 3°): 





du du 
1 Ida dy 

Tali ee ok. 2 nf 3\ p3(n—2) 

0 n(n—2)| dr a) (a) az — 3a,a,a, + 2a})x +... 
dx dy 

esso sara del terzo grado e dell’ordine 3(n — 2). 
Ponendo : 
2 1 du 1 du 
(ex TRY, i TY) = Wort.) 


SI avrà per quanto si è dimostrato al $ 3° del Cap? 2° che: 
2 8 
uh=u,u, — u), uo =u? u; — 3u,u,u, + Qui 
ossia essendo u, =u, u, = 0 si avranno le. 
u =n ; uz = ud. 


2° Una forma quadratica ha un covariante di primo grado (la forma stessa), ed 
un’invariante del secondo grado (l’Hessiano od il discriminante); ossia : 
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2 
u (0,,0,, Ge), 
Una forma cubica ha tre covarianti irreducibili dei gradi primo, secondo e terzo; 
ed un’invariante di quarto grado (il discriminante). Essi sono ($. 1°): 


2 
h==0 == 0,0, — 6, . 


u 


| 


iGo ender dl uy 
h =(a,a, — ai, 5 (0,03 — a,a,) , 0,03 — a;)(x, y) 


9 =: (a, 9%, 9 Fo 9 a3) (2, y)° 
essendo : 


co == 03 A3 — 3a,0,a, + 20! a; = 0,04,03 — 20,0) + ala, 
(75) 


a, = — 44,03 + 2a} a; — a, a} | ag = — 4,0% + 3a,a,a, — 20} , 


ed il discriminante : 
d— ai a? + 4a aî + Aaja; — 6a,0,0,03 — 3aî a; . 


Indicando con u, =, u, = 0, u,, U3 i covarianti associati al covariante u, si 
otterranno come nel §. 1° le: 
u == uh, Ue == YP 
inoltre si avrà : 
ud = uu? + Au}. 


Eliminando da queste tre equazioni le w,, 3, sì otterrà l’equazione del sesto grado 
la quale, come si è dimostrato nel Gap? precedente, lega fra loro le funzioni u, h, 
8,9. Essa risulta : 

(76) Ah$— ud = — 6, 


Una forma biquadratica ha tre covarianti irreducibili dei gradi primo, seconde 
e terzo, e due invarianti irreducibili dei gradi secondo e terzo. 
Dal $. 1° si hanno i covarianti : 


Ui (AN > a, da 01), 


h —|[4,4,-4; ’ (403 Fe a,4,); CA Ci 20,03 di 3a3) ’ 
(aa; Le 03) » 4,04 — a; | (2%, y)* 


9= (ayy Hy y Hy Wy A 9X5 y ag)(X, y)° 
posto : 


t=" A 3— 344103 +20? 6a, =aî a,-+2a,a,43;—9a,a; +64 a, 


ag= — aia, +343, — 24; Bags a, do— 20,030, + 9a,a,— 6a; a, 

(77) 2 
da, 004,0, —-34,0,43 + 2a, Az be a lia a.a? 
1274 073 


3a, — —d,03;0,+ 3a,a,a, — 2a;a, 
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Indicando con s, ¢ gli invarianti quadratico e cubico della forma u si hanno — 
(Cap! 3° § 4°) : 
$= 0,0, — 4a, a; + 3a), 
t = 40,0, + 24,4,a3 — a, aj — ata, — a} 


quindi per la teoria dei covarianti associati : 


us = uu, + 3u?, utt = un,u, — uuì — u}. 
Eliminando da queste due equazioni e dalle due u, = uh, uz = uô le u,,u3, u, 
si ottiene la relazione del sesto grado fra le u, h,0,s,t, della quale si è mostrata 


l’esistenza nel Cap° precedente. Essa è la : 
(78) Ah? — swh + tu? = — 6°, 
3° Essendo u una forma cubica, 6 il suo covariante del terzo grado e terzo or- 
dine, considero la funzione U = au + 59. Sia H l’Hessiano della medesima, © e A 
il covariante del terz’ordine ed il discriminante di U. H sarà evidentemente del se- 
condo ordine, mentre © è del terzo, essi saranno quindi della forma 
HER 077002250, 
nelle quali y, «, 5 sono funzioni di a, d e dei coefficienti della forma u. Inoltre os- 
servando che ($. 2°) : 


cho dh 

ae da” dx dy 
d’h d’h 

da dy dy’ 


si avrà A = yo. Ora fra i covarianti U, H,® ed il discriminante A si ha, analo- 
gamente alla (76) la relazione : 


AH5— UA — — 0° 
la quale per la sostituzione dei valori superiori riducesi alla : 
Ay h3— (au + b0)° jd == — (au + 60) 
e per la (76) : 
y (ud — 6°) — /d(au + b6)?= — (au + 69)’. 


Considerando questa equazione come identica, dal confronto dei coefficienti delle ana- 
loghe potenze e prodotti di w,4 si deducono : 


Ca TA — 7) - 6’— y(db*+ y), af = y°dab 
dalle quali eliminando le «, ottiensi : 
y = a — db ; 
inoltre si hanno : 
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Ayo, B = ya 

quindi : | 
H = (a’— ob’)h , 8 = (a°— 0b’)(dbu + af) , A = (a'— db°)°0. 
Supponiamo a = 0, 6 = 1, ossia: 
U = GS, x, , a, , %5)(2, y)” 

nella quale le a ,a, , %,, 3 hanno i valori (75). Ora dalle 

H= — dh, O= — Ou 
si hanno le singolari relazioni : 


agg, — at = —d(a,a, — dî), 

A0%3 — 21%, = — 0(a,43 == a,4,) ’ 
Mat — as — 0(a,03 a as) ’ 

ai az — Faye, + 2a? = — 0,0, 
RR — Zagat + ala, = — 00°, 

— 0,03 + 2a? az — af a, = — 0,0, 
— 2,23 + 3a,0,03 — Da, = — a;0° . 


Sia u una forma biquadratica, Ah il suo Hessiano ; la funzione del quarto 
= au + bh, nella quale a, b sono due indeterminate, avrà evidentemente il pro- 
prio Hessiano della forma H= au + ßh. Quindi ponendo : 


au au | 

Gud de dy | 
8 dH dH | 

dx dy | 


si avrà : 
O = (aß — ba). 

Ora indicando con S, T gli invarianti quadratico e cubico di U si avrà analoga- 
mente alla (78): 

4H°’— SU’H + TU? = — @° 
OSSIA : 

a AH? — SU’H + TU? = — (aß — ba)’9* 
o per la (78) medesima : 
AH? — SUH + TU? = (aß — bda)?(4h3 — su’h + tu’). 

Ma dalle U = au + bh, H — au + Bh si deducono le: 
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_ BU — 5H pati — al 
— ab — ba’ ~ ab — ba 
quindi sostituendo si otterrà l’equazione: 
(a8 — ba)(4H° — SU?H + TU?) 
= 4(aH — aU)? — s(6U — bH)(aH — «U) + (BU — dH)? ; 


dalla quale posto : 
g(a, b) = 4a°— sab’— tb’ 
deduconsi le relazioni : 


„Ayla; 6) b do(a, 5} 





da dß 
Maß he) = (sb) ANSE EU m = 
4(aß — ba) g(a, b) t TR 
ih | g(a, 6) 
’ r= —4- 
+e ae) 
Le prime due danno evidentemente : 
2 SME TEN 
aa ne | Aide, 


Inoltre osservando che dalla forma cubica g(a, b) si ha : 


dg 1 BS ait 3 
CSS Be N) = (por trp 


nella quale 9, , 91; 92; 93 SONO covarianti associati al covariante 9, e quindi (§. 2°) 
indicando con h,, 9, i covarianti del secondo e terzo ordine della forma stessa : 


Po = Ps 90, 9, =9h, 93=99,, 


pei valori di «, si avranno le: 


16/ do(z, do(a, £ 
ga = 64 o(a, B) = 90, ; lm 


ed ın conseguenza : 


3 il 
S=—5h, > Ve 


ossia formando i valori di h,, 0, : 


ig, 
S — sa + aa 


1 
> ei ae — ote 
IE to +2 Sad +4 stab Fig (one s°)b°. 
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4° Il covariante 9 del §. 1° è eguale a: 


| du du 
| n(n — 2)y dh dh 
de dy 





D 


ossia, aggiungendo agli elementi dell’ultima colonna quelli della prima moltiplicati per 
Vv, a: 





du ra 
u 1 dx | 
nn — 2)y|dh 
e ponendo in questa equazione y — 1: 
ES e RL 
=; n(n — 2) het da\u2"—?) : 
Sia n = 3: si avrà: 
E ul ea BF 
u 3 hè da\w 
ma per la (76) nella quale pongasi y = 1 
6 h3 
SR d — 42 
quindi : 
d fh° h? ee: 
le) = -:5 : ay: 
3 


Re, 
o, ponendo 2 = za Si avrà 


Wye Ci Je 2 V0 — Az 


Dot A, Si ha: 


ma, ponendo nella (78) y = 4, si ha: 


6 h h? 
— JU = ge ce (e = 
wv \/ u ; si 


Er u 
quindi facendo 2 = — — si otterrà: 
u 
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5 vu Vi sz—t 

(de 1 e 

VM KETTE 


5° Ponendo nella equazione (76) o nella: 
6? — wd = — Ah 


ed : 





æ — 1, y= 0 si ha: 
(a: az — 3a,a,a, + 2ai) — a, d = — A(a,a, — di 
Sieno 2, ,2, le radici della equazione : 
(79) z—d = 0 
essendo : | 
a — d == (2 — 2,)(2 — 2,) 
si avrà: 


a — as 0 = (a, — A,2,)(% — G23) 


quindi se a, = aja; — 3a,a,a, + 2a, , sara: 
2\3 
(og A924) (co Tor (22) ny —A(a,a, ae, ay) Ù 
Ora indicando con 2,,2,, 3 le radici della equazione cubica u(x, 1) = 0 si ha fa- 
cilmente : 


2 2 2 2 
Li + €} + ES — dl — I — 1,0, = — oP (ads — ai), 
0 


ossia se rappresentasi con w una radice immaginaria cubica dell’unità : 


9 
(x, + 0%, + w %3)(%, + ET, + 043) = — ZT (a,a, — a?) 
0 
dunque sostituendo: 


3/4 8/1 
Vie a )\/ Mao 003) = 


la quale è soddisfatta supponendo : 


(x, + 00, +0°23)(r, + 0%, + 023) 


«© [ors 


- Si 
LT, HOT, + © ar be va g(% — 0021) 
Q 


| 3/1 
Li + 0%, + WT 3 —= ag; alto Q,2,) ‘ 
0 
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ed aggiungendo a queste la: 


3 
% + x, ee a 


(0) 


si dedurranno per le x, , x, , #3 i seguenti valori : 











rist Vaeaso+ Viens 
DNA 
1 : 
er —a,+0° aa 2%) + tI 
DA presa Tear RE, AMP RES 
= —}—A,+ w / Se — at) +o (0 —%0%2) | 





La equazione (79) & quindi una risolvente dell’equazione del terzo grado. Ana- 
logamente ponendo x = 1, y — 0 nella equazione (78) si ha: 


4(a,a, — a) — saî(a a, — a?) + ta’ = — ai. 


Sieno 2, , 2%, , 23 le radici della equazione : 


(80) Az? — ss+t=0 
essendo : 
Az’ — sz + t = A(z — 2,)(2 — 2,)(2 — 23) 
Si ayra: 


2 


A(a,a, — a!) — sas(a,a, — a?) + ta} 


= (aa, — a} — 4,8:) (4,4, — at — 0,32)(400, — a? — 4,83) 
ed in conseguenza : | 


Afa,z, — (aa, — dî)] [az, — (aa, — a?)] [a,23— (aa, — a?) | =>. 


Ora indicando con x, , x,, &3 , æ, le radici dell’equazione biquadratica u(x, 1) —0, 
si ha facilmente : 


32 
(x3 in Roe: epee %,)(®; ar XL, — 1 — X3)(£. ts — Di xy) ai Xo 
0 


quindi sostituendo si otterrà la relazione : 
vla u (a,a ai) V[4 da (aa, — a in via, %3 — (0,0, — ay) | 


3 
“a ye (3 tea 5 ee %,)(%; Fr Uae ren x3)(æ, RME Vue x) 


à 


la quale é soddisfatta ponendo : 


Tom. IV. N° 4. 1861. 25 
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4 
L3 +0, — Li —X, = a vlao2ı — (Got — a7) | 
0 
4 n 
Ta + Ur da Ta LE ae V [4022 se (aa, + de a‘) | 
oO 


4 3 
La +: — Li — Ty = Be: vlao23 — (050, — aî)]. 
o 


Queste equazioni colla : 


4 
Li +2. +, = — au 
oO 


sono sufficienti a determinare i valori di x,, %,, 3, %, in funzione delle 2, , 2,, 23. 
La equazione (80) è quindi una risolvente della equazione del quarto grado. 
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SUR UN PROBLÈME CONCERNANT LA THÉORIE 
DES SURFACES DU 2"° ORDRE, 


PAR M. A. CLEBSCH . 
u a Mea 

Le problème de tirer des normales d’un point donné à une courbe ou surface 
du 2° ordre a été déjà longtemps le sujet d’une attention particulière ; et je n’ai 
qu'à nommer M. Joachimsthal pour rappeler quelques uns des plus beaux théorèmes 
qu'on ait dans la géométrie analytique. Cependant on ne peut pas dire en vérité que 
la résolution de ce problème soit parvenue à la perfection dont elle est susceptible 
et qu'elle peut atteindre à l’aide des méthodes dont se sert l'algèbre moderne. En 
effet, on n’a qu'à adopter une définition des normales un peu généralisée, et alors 
à faire abstraction d’un choix particulier des coordonnées, pour rendre le problème 
à la fois plus intéressant et plus propre à développer les propriétés des équations dont 
il s’agit. Cette généralisation de ce qu’on peut appeler une normale sur une courbe 
du 2" ordre a été donnée par M. Fiedler dans son excellente traduction allemande 
de l'ouvrage de M. Salmon intitulé « Conic sections » de la manière suivante: 

1. On demande un point X situé sur une courbe du 2" ordre u—0, de sorte 
que le pole de la ligne qui joint le point X à un point donné quelconque x, pris 
en égard d’un second conique v == 0, soit situé sur la tangente menée au poit X 
à la courbe u = 0. 

Si l’on projette les deux courbes u = 0, v = 0 de manière qu'elles deviennent 
confocales (ce qui est toujours possible), la ligne (Xx) devient normale à la courbe 
Hl): 

De même on peut substituer au probleme de tirer les normales d’un point donné 
à une surface du 2” ordre wu = 0 le problème qui suit : 

2, Trouver un point X situé sur une surface du 2” ordre u = 0 de manière 
que tous les plans qui passent par la droite joignant le point à un point donné x 
aient leur pôles pris en égard à une seconde surface du 2” ordre v = 0 sur le 
plan tangent mené au point X à la surface u = 0. 

J'ai poursuivi les problèmes que je viens d’énoncer, et parmi d’autres résul- 
tats j'ai obtenu quelques propriétés remarquables de la surface qui est analogue dans 
le problème actuel à la surface des centres de courbure principaux. Les points de 
celte surface sont tels que deux des six solutions du problème coïncide pour eux; on 


en derive la surface des centres de courbure, en supposant les surfaces u=0, v—0 
* 
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confocales, et en substituant les trois plans principaux et le plan dans l'infini au té- 
traèdre defini de manière, que ses faces en aient pour pôle les sommets opposés en 
égard à tous les surfaces du 2°” ordre qui passent par l'intersection des deux sur- 
faces données. 

Je forme l'équation de la surface en question, qui est du 12° dégré, de la ma- 
nière suivante: soit A le déterminant formé des coefficients de la fonction Aw +v, 
et soit Q fa fonetion 


vw) 


Q — 22 Vi v, À 


t 


Er Eh? 

i. Ue : 

ou v; est la derivée a divisée par 2, et A;, un déterminant partiel du premier 
dx; o 

ordre de A; alors je forme la fonction du 4"° ordre en A: 


A+ mQ, 
dont les invariants 2 el 7 soient : 


i A+ 92mA, + mA, 
j =B + 3mB, + 3m’B, + m’B; . 


Cela posé, l'équation de la surface cherchée est le resultat de l’elimination de m 
entre des sequations MAUR DE 


Ay COA ON eee 
0 TRATTA ATO 
RS TR e in EN 
BU 8B) BA BR 
DB PAR UD: 


Les propriétés les plus remarquables de cette surface sont les suivantes : 

La surface a quatre courbes de rebroussement, qui sont des coniques situeés sur 
les faces du tétraèdre dont on a fait mention ci-dessus. Les plans tangents de tous 
ces points de rebroussement coincident avec les faces du tétraèdre. Je nommerai ces 
coniques les courbes R. | 

Les faces du tétraèdre coupent la surface G encore dans d’autres courbes qui 
sont du 6°. dégré, et que je nommerai les courbes S. Chaque courbe S a6 points 
de rebroussement; ils sont deux a deux les intersections des arêtes du tétraédre, si- 
tuées dans le plan de la courbe S, avec chacune des courbes R qui n’est pas dans 
ce plan. Chaque courbe S a aussi quatre points doubles Q. 

Une courbe R et une courbe S situées dans le même plan se coupent en quatre 
points P, et se touchent en quatre autres points T. 

Les tangentes communes ¢ dans ces 16 points T forment un système trés—re— 
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marquable. Par chacun d’elles on peut mener deux plans E, dont l’un et l’autre 
contiennent encore trois autres de ces tangentes ¢; de manière que tous les plans E 
dont le nombre est 8 passent par les quatre droites ¢ d’une face quelconque du té- 
traèdre. Si l’on méne un plan passant par une droite ¢ et par le sommet opposé du 
tétraèdre, on a quatre plans passant par la droite ¢, qui forment un faisceau har- 
monique; et le quatre droites ¢ situées sur un plan du tétraèdre forment un qua- 
drilatère complet dont les diagonales sont trois arêtes du tétracdre. 

Tous les points de ces 8 plans E sont tels que pour eux le problème est algé- 
briquement résoluble. Ces plans touchent la surface G le long de certains coniques C, 
et sur tous les points d’une telle conique le contact entre la surface et le plan corres- 
pondant est du 2"" ordre. Chacun de ces coniques touche les quatre droites t, par 
lesquelles passe son plan, dans les points T; et deux coniques dont les plans se cou- 
pent dans une droite ¢ sont sur un cône du 2” ordre dont le sommet est le som- 
met opposé du tétraédre. 

Les plans E coupent encore la surface G dans des courbes du 6” dégré que je 
nommerai les courbes S’. Chacune de ces courbes touche aussi les quatre droites 4 
que leur plan contient dans les points T; elle coupe de plus le conique G corres- 
pondant en 4 points P', elle a quatre points doubles Q’. 

La surface G est donné d’une courbe double D du 24” dégré; on peut mener 
par elle une seule surface du 4"° dégré. Parmi les surfaces du 6°" dégré qu’on 
peut faire passer par celte courbe, il en est une qui coupe la surface G dans une 
autre courbe du 24°" dégré D' telle, que le long d'elle la surface G est touchée 
d’une surface du 4” ordre F; et pour les points de cette surface F le problème est 
algébriquement résoluble. 

La courbe D' touche les droites £ dans les points T; elle passe par les points 
0,0, et elle a un contact du 2™° ordre avec les plans E dans les points P'. Elle 
a de plus 16 points de rebroussement dans les points P, ot elle touche les plans 
du tétraèdre. 

Je fais observer encore que les six points X qu’on peut trouver pour chaque 
point donné x sont sur un eöne du 2” dégré dont le sommet est sur x; théorème 
qui à été donné pour les normales par M. Terquem. Ce cône passe par les som- 
mets du tétraèdre; et si le point æ se meut sur une droite qui le joint à un som- 
met du tétraèdre, les cônes correspondants se coupent sur une même courbe située 
sur la face opposée du tétraèdre. 

Ces resultats demandent quelques modifications dans certains cas spéciaux. Soil 
la surface u — 0 un cône dont le sommet soit A. Alors la surface G dégénéra en 
une surface du 6" ordre. Elle a trois coniques de rebroussement dont les plans se 
coupent dans le point A; et une courbe double, qui est l'intersection de deux sur- 
faces du 2” ordre. 
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Un autre cas qui mérite d’être observé est celui, où le rapport anharmonique 
des racines de l'équation A = 0 est égal à une racine cubique imaginaire de — 1. 
Alors on a À = 0, et l'équation de la surface G devient: 


G = BA? — 6B,A,A2-+ 12B,A? A, — 8B,A? —0 


quia une courbe triple dans l'intersection des surfaces du 2° et 4°" ordre. A,=0, 
A, = 0. Dans ce cas chacune des courbes S a ses 4 points doubles dans l’inter- 
section du conique G correspondant avec une autre conique , et ces deux coniques 
touchent dans les points doubles les tangentes de S'= 0. 

Enfin si l'équation A = 0 a une racine double, pour laquelle les déterminants 
de A partiels du 1"° ordre s’évanouissent aussi, on n’a en effet que quatre points 
X correspondant à un point donné æ; et tous ces cing points sont toujours sur un 
plan passant par l’intersection de deux plans déterminés A, B. Le surface G devient 
du 6” ordre; elle a deux coniques de rebroussement R, dont les plans H', H" sont 
aussi leurs plans tangents; et elle est touchée par les plans A, B le long de deux 
coniques C, de manière que le contact est toujours du 2°“ ordre. Les quatre coni- 


me 


ques, R, G sont sur une surface du 2 ordre h; ils se coupent tous dans les deux 
points P, où les plans A et B sont coupés par l’intersection des plans H', H". De 
plus on a sur G deux coniques doubles D dont les plans passant par l’intersection 
des plans H', H" forment avec ces plans un faisceau harmonique; et ces coniques D 
passent aussi par les points P, en y touchant les plans A, B. 

Je fais observer encore que toutes ces propriétés, ainsi que tout le problème dont 
il s’agit n'est pas altéré, si l’on substitué à la surface v = 0 une surface quelcon- 
que du 2” ordre touchant tous les plans tangents qui sont communs aux deux sur- 
faces u 0, U), 

Carlsruhe, le 2 Février, 1862. 
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NOTA 
DEL PROF. VINCENZO JANNI. 
AE 
1° Per un punto qualunque di un ellisse passano sempre i cerchi osculatori ap- 


plicati a tre punti della curva medesima. 
2 2 


. 5 È x 1 Ä 
Siano p,q le coordinate di un punto della curya + —1: l’equazione della 
ai 
corda comune alla curva ed al cerchio osculatore che passa per p, q sarà 
b* p 
y-9=7;- (x — 
e in 


Eliminando successivamente la y, e la x si hanno le due equazioni 
y q 
3 2 2 oral Lion gie 7s e 
Ap’? — 3a°p — ax = 0, Aqg— 30°q — b’y = 0. | 
Or se in queste equazioni si suppone fisso il punto x,y, è chiaro che si hanno tre 
punti p, q i cui cerchi osculatori passano per x, y. C. B. D. 


2° Osserviamo che combinando l’equazione della curva con quella della corda sud- 
detta si ottiene l’equazione 


quindi si scorge come facilmente si può costruire il cerchio osculatore in un dato 
punto della curva, senza che questa sia descritta. 
3. I quattro punti del teorema precedente stanno sopra una circonferenza. 
. , . . . Le ñ . . na ri 
Infatti ponendo nell equazioni precedenti p= a cos +9, e quindi q = b sen io, 
si vede che sarà x —:a cosg, y=bseng, e le due equazioni prendono la forma 


costi 9 — i cost o — + cosp= 0, 


sento — isentgo—iseng=0, 
e le loro radici saranno come si sa 
cosj9, — sen(30° — 19), — sen(30° + 19). . . per la 1° 
— sen +9,  cos(30° — 19), — cos(30°+ #9). . . per la 2° 
quindi le tangenti degli angoli che due lati opposti del quadrilatero fanno coll’ asse 
delle x saranno 
) + cos(30° + #9) 


bseng+senzg _  b x 58 cos(30° — 29 
9) + sen(30° + 39) 


4 
83 i 
a COS 9 — 0539 a ** a — sen(30° — + 
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Quindi questi lati inclinandosi ugualmente all’asse, senza essere paralleli, pe’quattro 
punti passa una circonferenza. C. B. D. | 
4° La superficie del triangolo i cui vertici sono i punti p,q è costante. 
Infatti la superficie di un triangolo essendo data dal determinante 


Li L, %3 


Yi Yo Y3 
lee 


> 


2 





essendo nel nostro caso 
Ltt + =—0, y+y+ys = 0, 
esso si riduce all’altro 








BET ET 
2 |Yı Yo 
Cid posto essendo 
L, = (00549, x, = — asen(30° — #9) 
Y,— —bsento, y, = b.cos(30° —1 +). 
Sostituendo si ottiene 
3 3 
SE ENI ACD, 
2 |y, Yo 4 








5° Construire il cerchio che passa pe’ quattro punti suddetti. 
L’equazioni delle perpendicolari ai punti medi di due lati opposti del quadrila- 
lero sono 


b 
y— g (sen ¢ — sen$ 9) =F tang $9 — 5 (0059 + cost) |, 











ae — — © tangto (a+ È cost 
y 9 u b 839 im 9 ede RP 
Tratti i valori d’x, e d’y che saranno le coordinate del centro si ha 
2 2 
daria cet Ye Species 
Quindi l’equazione del cerchio richiesto sara 
c’sen 9 C°cos 9 + b 
2 2 ae aad 
le) pa ae 
ovvero 
; ce ce a +b* 
PES OR se Pa os 
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Per costruire questo cerchio, combiniamo la sua equazione coll’altra 


cq cp 2 
Tanz 
avremo 
po _ W_ı 
a? eni 


e si avrà @°+ y’= a", equazione del cerchio circoscritto alla curva; e l’altra è la 
tangente alla curva nel punto dove l’ordinata al punto dato incontra di nuovo l’el- 
lisse. Così si hanno due punti del cerchio richiesto, ed un terzo è il punto dato. 

6° Da quanto precede si raccoglie una soluzione assai semplice della trisezione 
di un angolo dato, facendo uso di una data ellisse. 


Supponiamo che voglia trisecarsi l’angolo 
AOH = 9; le coordinate del punto dato M 
saranno 

x=acos9, y= bseny, 


ed il cerchio che passa pe’punti M, P, Q, 
risolve il problema. 





Il seguente teorema si è dimostrato con molto apparato di calcolo; io credo che 
possa dimostrarsi semplicemente come segue : 

Se i vertici di un triangolo sono i poli de’lati corrispondenti di un secondo trian- 
golo per rispetto ad una conica, i due triangoli saranno l’uno prospettiva dell'altro, 
cioè che i punti d’incontro de’lati corrispondenti sono in linea retta. Prendasi uno 
de’triangoli per triangolo di relazione, e siano a= 0, B=0,7y=0 i suoi lati, 
e sia l’equazione della conica : 

a + a'6+ ay + 2bBy + 2b'ay + 2b"o8 = 0. 
Or per ipotesi le polari de’punti (aß), (27); (57) sono 1 lati del secondo triangolo, 
quindi l’equazione di questi lati saranno rispettivamente 
a'y +58 +bda=0, aB+by+b'a—0, a+by+5b"8=0, 
ed i punti dove queste rette incontrano y = 0, B— 0 , « — 0 saranno 
bB+ ba =0, by+b'a—0, by + b'B=0, 
i quali stanno sulla retta d''a + bb'B + bb'y = 0 C. B. D. 
— Aero 
Tom. IV. N° 4. 1861. 26 
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RISOLUZIONE DELLE TRE EQUAZIONI A TRE INCOGNITE 
e+y+tz=A, ey +Baz+yyz =B, axyz = C. 
NOTA 
DEL PROF, BARNABA TORTOLINI 


OSS 
1° Sostituiamo nella prima, e nella seconda di queste due equazioni il valore 
C er 
della z = sy dedotta dalla terza, avremo le due nuove equazioni fra x, ed y 


(4) ay + (e°— Ax)y + C = 0 
(2) ax y" + (Cy — Bx)y + 6Ca — 0. 


Eliminando infine da queste due, o la y, o la x, si avrebbero le due equazioni ri- 
sultanti o in x, 0 in y. Per semplificare il calcolo consideriamo y, ed y° come due 
incognite distinte, e moltiplichiamo la prima di queste due per «x, avremo egualmente 


ax y + (x°— Ax)axy + Cor = 0 
ay + (Cy — Bx)y + 6Cx = 0 ; 
quindi dalla sottrazione otterremo 


C(B — ax 
ax— Aux + Ba — Cy 


Nella stessa guisa moltiplicando la (1) per Cy — Ba e la (2) per 2 — Az, avremo 
(Cy — Ba)xy+ (a — Ax)(Cy — Bx)y + C(Cy — Be) = 0 
ax" (x — Ax)y’+- (x°— Ax)(Cy — Bx)y + BGx(x'— Ax) = 0 
d'onde dalla sottrazione si trae 
2 _ C(Cy — Be + BAx°— Pr?) 
x(ax® — Aaa? + Ba — Cy) 
Eliminando ora l’ incognita y per mezzo dei due valori ritrovati di y, e di y° si 
giunge ad una equazione di sesto grado in x della forma 


(ax$— Aax*+ Ba — Cy)(6x°— ABx°+ Ba — Cy) — (6 — à) C.x= 0. 


Nello stesso modo eliminando fra l’equazioni (1) e (2) la x, si giungerebbe ad un’ 
equazione somigliante di sesto grado in y, cioé 


(ay>— «Ay’+ By — C6)(yy°— Ayy’+ By — CB) — (y — «)Cy = 0. 
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La terza equazione in 3 si troverebbe egualmente con eliminare dalle prime tre equa- 
zioni successivamente la x, e la y, e si trae senza difficoltà 


(B2°— BA2'+ Bz — aC)(y25— yAz°+ Bz — aC) — (6 — Y)’C.2? = 0. 


I valori adunque delle tre incognite x, y, z dipendono ciascuna da equazioni di sesto 
grado. Se per una ipotesi fosse «= 6 =y = 1 si otterrebbe una sola equazione di 
terzo grado della forma consueta 
u— Au'+Bu—-C=0 
come d'altronde è noto. 
2° L'analisi di queste tre equazioni di sesto grado potrà essere utile in un pro- 

blema sulle superficie del second’ ordine dotate di centro: infatti è noto, che se 
a, b, c esprimano i semiassi principali di un’ellissoide, ed a’, d', c' tre semiassi obli- 
qui, e diametrali inclinati fra di loro degli angoli e, e, e", si avranno le tre equa- 
zioni 

+ b+ e = a” + b* + c 

db + a+ be= a'bsene + ac”sen!e + be’sen8e” 


abe = a”bc'"(1 — cose — cose — cos?" 2cose cos ‘cos e"), 


ed i valori di a’, 6’, c* dipenderanno da una equazione di terzo grado; supposto che 
siano noti i semiassi a’, d', c', e gli angoli e, , e”. Viceversa supponendo cogniti i 
semiassi principali a, b,c, e gli angoli e, e', e" formati fra di loro da un sistema di 
semiassi coniugati; i valori a”, 6°, c* dipenderanno ciascuno da equazioni di sesto 
grado somiglianti a quelle di sopra considerate : infatti se per brevità si ponga 


a+b+—=A, ab’+ a'c°+ Bc? = B, 
a’b’e 
6 = rr or 
1 — cose — cosfe— cos'e + 2c0s € COS £ COS € 
e di più 
a'—= 2, bio: = 3, 
a= sen’ , B == sen’ , y = sente" 


le precedenti equazioni relative alle ellissoide si ridurranno alle tre equazioni di so- 
pra proposte : con dei cangiamenti di segno è facile di ritrovare l’equazioni appar- 
tenenti alle due Iperboloidi. 


204 ANNALI DI MATEMATICA 








RICERCHE GEOMETRICHE SULLE FUNZIONI ELLITTICHE 
DEL PROF. BARNABA TORTOLINI. 


an SEO 


4° Un paraboloide di rivoluzione viene intersecato da un cilindro avente il me- 

desimo asse con il paraboloide ; si cerca in generale il valore della superficie del 
È 

paraboloide compreso fra il vertice, e la linea d’intersezione, qual valore si potrebbe 
chiamare l’area della curva in questione. 

Se l’asse delle 2, sia l’asse comune alle due superficie, e 2h il parametro della 
parabola generatrice, allora l'equazione del cilindro si ridurrà all’equazione della curva 
direttrice collocata nel piano delle xy, ed avremo le due equazioni simultanee 


w+ y= 2h, f(a,y)=0. 


Ciò posto per l’elemento di second’ordine di una superficie abbiamo 


5 dz \° dz \? 
rif (2) (8) 


e nel nostro caso, si trae per le derivate parziali 


dz x dz 


eat eg = di 
dc aioe dy eh 
per cui sia ha 





da dy 

2 2 2 
7 V(h’-+ ©’ y?). 
Per eseguire in generale una prima integrazione, qualunque d’altronde sia la curva 
direttrice del cilindro, supponiamo che x, ed y possano esprimersi per una variabile 
ausiliare u, e che in molti casi si ridurrà ad una funzione dell’angolo polare u, e 
sia generalmente 


ds 


r= yu), y=yl). 
Assumiamo ora una nuova variabile p compresa fra i limiti p=0, p = 1, e per poter 
trasformare l’integrale duplo in altro integrabile generalmente, si prenda 

= py(u), y = px(u). 
Se notiamo con 2’, y le derivate rapporto a p, e con x, , y, le derivate rapporto 
ad u, si sà che all’elemento dady si dovrà sostituire il nuovo elemento 

(T'Y ges x,y’) de du , 
per cui ponendo per brevità 
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U = $(u) x(u) — Yu) zu), V= Yu) + x(t) 
vy, — %y = pU 
avremo per il nuovo elemento della superficie 


do d 
des on y(h?-+ p°V) 
Integrando rapporto a p, si ha 


2 1 2 
Il de + pV) = zu V(h?+ NÉ 


e fra i limiti p= 0, p= 1 


ITA = gy lV Wr] 


quindi per la superficie S si ottiene 


de = fy V(h°+ V) -5 [+ du (1). 


Dalla quale conosciute, e determinate, che siano le due funzioni U, V delle u, si 
potrà giungere in molti casi ad una ultima integrazione rapporto ad wu, e definita 
fra dati limiti. Giova di esaminare la modificazione che prende il valore di S dato 
dalla (1), quando per la variabile w si prenda l’angolo polare: per la trasformazione 
polare si può prendere 

ET cos, *y'='rsenu 
e secondo le qualità della curva , r sarà una differente funzione della u. Ora re- 
stando sempre fermo di prendere p fra i limiti p = 0, o = 1 ai valore di a, y si 
dovrà sostituire 

C=prcosu y=prsenu 
d’onde per la derivazione relativa a p, ed w si trae 


g'=rcosu, x,;=p(r,cosu —rsenu) 


y=rsenu, yY,=p(r,senu+rcosw) 
d’onde 


x'y,— ya, = pr’. 
Di qui deduciamo, U = r°,V = r°, e U= V: l'integrale adunque diviene 


S=3 du Y(h° ea (2). 


Nei casi particolari si dovranno assegnare i limiti della w, dopo di aver sostituito 
il valore di r° dedotto dall’equazione polare della curva. Le formole (1) e (2) sono 
susceltive di molte , ed eleganti applicazioni. Così supponendo che la direttrice del. 
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cilindro sia una linea di secondo ordine, ed anche di ordine superiore, ma che con 
qualche determinata legge venga dedotta da quelle del second’ordine; in questi casi 
il valore di S dipendera spesso dalle funzioni ellittiche delle tre specie date, e po- 
tremo riconoscerle sotto differenti rappresentazioni geometriche , che ci proponiamo 
di sviluppare. 

2° Sia primieramente un paraboloide di rivoluzione, ed un cilindro ellittico con 
lo stesso asse, dalla comune intersezione si ha una curva chiusa a doppia curvatura 
delineata nelle superficie del paraboloide, e che come ho notato nella precedente Me- 
moria viene chiamata dal Sig. Booth, Ellisse logaritmica: la superficie del parabo- 
loide compresa fra il vertice, ed il perimetro della curva é chiamata dal Sig. Booth 
l’area dell’ellisse logaritmica: ed avremo le due equazioni 


2 2 


a are al: vg 
C+ y°—2hz, a th 1 


Facendo uso, per la base del cilindro della sostituzione circolare 
c= acosu, y=bsenu 


troviamo 
U— ab, V = a’cos’u + b?sen?’u 


per cui dalla formola (1) si trae 


__ ab duy(h°+ a?cos?u + b’sen*u)? —abh° du 
Dash a?cos u + b’sen?u 3 a?cos’u + b’sen?u n 


Il secondo degli integrali si esprime per archi di tangente, mentre il primo dipende 
dalle tre funzioni ellittiche. Se per brevità si ponga 


R = yY(h°+ a°cos'u + b?sen’u) 
avremo per il primo degli integrali 
du R° __ { du(h?+ a?cos*u + bîsen°u)? 
a?cos®u + b’sen’u (a’cos’u + b’sen?u)R 


ovvero 


du R° du du(a*cos*u—+-b?sen 1) du 
zie scien e a ee E ile 
, Ex + b’sen’u È } a’cos’u+b’sen’u)R + f R oot f R 


Per ridurre il secondo membro alle conosciute forme delle funzioni ellittiche sostituiamo 
cos'u = 1 — sen°u, per cui 


R = y[h’+ a? —(a?—b?)sen?u], a?cos’u + b’sen’u = a?— (a°— b?)sen*u 


quindi ponendo 
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a’—b’ 
k° = —— — — (a — b? 
La n (a — b?) 
sı ha 
R =V(a?+ h?). Vi—#’sen’u , a?cos’u + b’sen’u = a?(1 + n sen°u) 
k è il modulo, ed n il parametro: denotiamo con A(u) il radicale VI1—K?sen°u, ot- 
terremo 


du R° dg du 
a cos'u + b° sen'u  g°ÿ{(a+ h?) J (1+ n sen?u) A (u) 
(a+ 2h?) du (a? — (a'— b') I udu 
V(a?+ h’) Au) V(a’-+-h”) 


sen?u du 1 du 
il au) re (Je ie. sa | 
Cosi otterremo 


du R3 h? du 2 2 
ke {sat Vla’+ h ) fiua tu) 
a PARENT hen ae 
a V{a + h?) J (4+ usen’u) A (u) 


e siccome 


ove si scoprono le tre funzioni ellittiche, cioè 


F(u,k) = fio E (u, = fu A (u) 


du 
II(n, k, u)= ern 


d'onde per l’area S di una parte dell’ellisse logaritmica, si avrà 


abh ab V{a°+ h?) h°b 
ee NÉ En Fi ke U) + —___——. E k, Ud —_______ 
3 V(a?-+ h?) oie 3h (6, ») 3aV(a° + h?) 


II (n,k,2) 
h? b 
— 3 Are. tang. (| tang. u) . 


L’ integrale fra i limiti u = 0, u = 5 porgerä la quarta parte dell’area, e perciò l’in- 


tera area dell’ellisse logaritmica sarà espressa per 
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kabh hab Va + Fe) Abh? 
3 Van). TT ES severe) ws 
Ala 
3 2 


la quale é d’accordo con quanto trova il Sig. Booth e come il medesimo fa osser- 
vare, è esprimibile per archi circolari, ellittici, e per archi di coniche sferiche. 

3° Sia un cilindro di quart’ordine avente per direttrice la curva del quart’ordine, 
luogo geometrico della projezione ortogonale del centro dell’ellisse sulle tangenti, si 
avrà egualmente per il paraboloide di rivoluzione, e pel cilindro con lo stesso asse 


V+ y= 2 hz, (x + y) = ax + by’. 
Qui faremo uso della sostituzione polare, e perciò x = r cosu, y= r sen u, si ha 
r°= a? cos? u + b° sen? u 
e dovremo applicare la formola (2) , d’onde per la quadratura , ed area di questa 


nuova curva, si ottiene 


Sel du V(h°+ a? cos? u + b° sen’u)? Ar à 
3h 3 
L’integrale del secondo membro si riduce alle sole funzioni ellittiche di prima e se- 


conda specie. Poniamo come nel precedente esempio pel modulo 


ane ah 
na 
per cui si abbia 
__ ¥(h?-+ a) za agi we 
I 57 du VAE sen u) ne 


e ritenute le precedenti denominazioni avremo ancora 


_ V(a+h°) du gz2 fsenudu | ,, (sentudu] o ho 
PT any AT oe SL mm abe 


Ora dalla riduzione di questi integrali si trova 


sen?u du 1 











sensu du senucosuA (u) 2(1+k?) (k° + 2) 
vases ee a 


Dalla sostituzione otteniamo primieramente 
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7 V(a°+h?) È (2— k*) E(k, w) — (1-4?) F (k, u) „sen u cos uk? A di] 


(9 





3h 3 3 3 
ns | 


ovvero pel valore del modulo 


Ss V( = h° +8 +) ER u) —(b°-+-h?)F(k,u) + (a2—b?)sen ucosu a(u) | 
h? u 
3 2 


—— 





a . + x Dyson T 
Per l’intera superficie si dovrà prendere wu fra i limiti u = 0, u ae quadru- 
plicare, lo che porge 


= 14 h’ ; a Ah? 
ee ue e+ D+ 2h’) E(k) — (6 +h’) F( |. : 
Se per base del cilindro si fosse presa la curva luogo geometrico della projezione or- 
togonale del centro dell’iperbola sulle sue tangenti, lo che darebbe l’equazioni 
(+ y}= ae By’ , r’— a? cos’u — b° sen’u 
in questo caso, l’integrale come dalla formola (2) sara 


2 


S — = du Y(h’+ a°cos'u — b’sen’u)? — — u. 


I limiti dell’integrale per la quarta parte dell’area saranno 


a a 
u=0, Lang u = be U— Arc. tang (5) 


e si ridurrà egualmente alle funzioni ellittiche incomplete di prima, e seconda specie: 
prendiamo h > b, allora ponendo pel modulo 





TE a+ dÈ 
+R 
si avrà 
5 = cei ake V(1 — k’sen’u)? ae . 


L'integrazioni adunque indefinite sono identiche alle precedenti, lo che fatto si pren- 
deranno gli indicati limiti per u, e quadruplicando si avrà l’espressione dell’area to- 
tale : la supposizione in fine di a = b, porge l’intersezione di un paraboloide di ri- 
voluzione, e di un cilindro a base lemniscata di asse comune. 

Tom. IV. N° 4. 1861. 27 
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4° Prendiamo ancora per altra applicazione la curva del quart’ordine 

a’b? (a? + y) ASR (ay? + ba). 
Costruendo sopra di essa un cilindro, e di asse comune con il paraboloide, la stessa 
equazione serve a rappresentare quella del cilindro : questa curva viene derivata dal- 
l’ellisse con la condizione che i raggi vettori dell’ellisse sono proporzionali alla radice 
quadrata dei raggi vettori dell’indicata curva, la quale insieme ad altre curve, e su- 
perficie presi ad esame in una precedente Memoria inserita nel tom. 2. Annali di 
Mat. 1859. Dalla sostituzione polare 

x MES Ugl, Y =r sen u 
si trae 

ab 

"Treo? ur b sen u 





per cui la eitata formola (2) del n° 1° porge per l’area della eurva intersezione del 
paraboloide di rivoluzione, e del cilindro di quart’ordine 
VIh’(a cos? u + bsen’ u) + ab" 1 


Qi : du An 
aie (a cos su + b sen? u)? 3 





L’integrale del secondo membro dipende dalle funzioni ellittiche di prima, seconda e 
terza specie: infatti se si decomponga primieramente la potenza terza del radicale nella 
quadrata, e nella semplice, in allora sostituendo sotto al vincolo radicale 





E 1+- cos 2u i, — 1— cos 2u 
amy aan re 7 
e ponendo per brevità 
A = h’(a—b)?, = 2h’(a’— b°), C= h?(a — by? 
si avrà 
Sia ab duVA + B cos 2u + C cos?2u as h (duV(A +B cos2u+(cos?2u) 
Poe (a cos’ u + b sen? u)’ 6 | a cos u + b sen? u 
h? = 
3 


Ora come ho fatto vedere nella mia precedente memoria, l'integrale 





fü V(A + B cos u + C cos?2 u) 


si riduce alle funzioni ellittiche, e lo stesso accadrà di quei che adesso consideriamo; 
basterà sostituire i 1: 


lang. u = p tang. U 


PURA ED APPLICATA. 211 
e determinare » in guisa che dopo la sostituzione svanisca il coefficiente di cos’ 24. 
Per brevità tralasciamo il lungo sviluppo che porterebbe una somigliante riduzione. 
5° Se per ulteriori applicazioni si prenda la curva del sest’ordine 
(xD a (ax? + by”)? 
e si costruisca un cilindro sulla stessa curva di asse comune con il paraboloide, avremo 
primieramente per l'equazione polare 


r=a cos u + b sen? u 


per la consueta superficie compresa fra il vertice e la linea d’intersezione 


D Dl du Y[h?+ (a cos? u + b sen” u)? P— = u: 


Qui pure per sostituzioni somiglianti a quelle indicate nel precedente N° 4° si ridurrà 


l’integrale alle funzioni ellittiche : la curva testè considerata viene derivate dalla curva 
del quart'ordine 


(a+ y?)?—= ax + by 
come si può vedere nella mia citata Memoria. 
6° Aggiungeremo in fine un’altra applicazione per la quale otteniamo la riduzione 
degli integrali alle funzioni ellittiche. Se nella curva di quart’ordine 
(x°+ y°)(a°y°+ b°x°) = (a’—b’)(b’x?— a?y?) 
pongasi æ = Tr COS 4, y=rsenu si avrà 
,  (a?— b*)(b? cos? u — a? sen? u) 
i — = = . 
a? sen? u + b? cos? u 





Costruendo sù questa curva un cilindro di asse comune con il paraboloide, si olter- 


rebbe dalle formole del N? 1° Pintegrale rappresentante la quadratura in proposito: 
Per semplificare quindi la riduzione alle funzioni ellittiche, pongasi 








tang. u don 0 lu Sed 
be È == — lane. { —- e = 
> (ia i a? cos? 6 + b? sen? 6 
quindi r°= (a*— b?) cos 29, ed 
ao VL (a?— b°) cos 26)? Mh’ b 
- —— — Are. tang. {- tang. #1. 
= @.cUS* ON D? sen? 6 3 . 


Quest'integrale si riduce alle funzioni ellittiche e l’angolo 9 si dovrà prendere a par- 
tir da 9 = 45°: l'applicazione desunta, si riporta ad una curva derivata anche essa 
dall’ellisse, e conosciuta sotto il nome di curva dei parametri, come può vedersi in una 
mia Memoria pubblicata nel 1849 nel tom. 25 dalla Società Italiana, e riprodotta 


ae 
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nel tom. 1° Annali di scienze Matematiche e Fisiche. Roma 1850. La citata Memo- 
ria versa sulla quadratura di alcune curve sferiche. 

7° Oltre la quadratura del paraboloide compresa fra il vertice e la linea d’interse- 
zione con il cilindro di comune asse , possiamo ancora ricercare la quadratura del 
cilindro compresa fra il vertice come origine delle coordinate, e la linea di interse- 
zione con il paraboloide. Sia s l’arco della direttrice del cilindro, si avrà per l’ele- 


mento della superficie cilindrica 
das OS 


ove z è dato dall’equazione x°+ y’— 2hz quindi se nelle applicazioni, 2, ed s si 
potranno riportare ad una stessa variabile si avra per la superficie cercata 


S— fra — [SE 


Nel caso di un cilindro ellittico possiamo prendere 


x=aseng, y=bcoso, ae — (a — b°) 
ed avremo 
_a sen” ¢ + b° cos? 9 


5% ’ ds = adg /(1— e? sen? 9) 


d'onde per la corrispondente quadratura cilindrica 


Sr oh ff (bn 9 + b?cos? +) do ÿ(1— e? sen? 9) : 


L'integrale si riduce a funzioni ellittiche di prima, e seconda specie, ed i limiti dell’ 
integrale per la quarta parte di S saranno 9 = 0,9 = 1. Per la curva del quart’ 
ordine 

(x? + y) =— ax? + b? y* 


facendo successivamente x = r cos u, y = r sen u e quindi 


a 
lang. u = es 9 


si trova tanto per z = ot quanto per l'elemento ds della curva 
Ca ab? ae ab de Yla’— (a?— b°) sen? ¢] 
2h[b?-+-(a°— b*) sen? o]’ b°-+ (a*— b°) sen” 9 
d'onde 
s- it y[a'— (a*— b*) sen? 9] 


ln (a — b?) sen? 9]? 


L’integrale si riduce alle funzioni ellittiche di prima, e seconda, e terza specie. 


PURA ED APPLICATA. 213 


In un modo somigliante per la curva di quart’ordine 
(x? + a = aa: — by" 


e che diviene la lemniscata per a = b, ponendo 


2 2 


2 > 2 n x 
THY=T, ı= pre y = — 000% 


b 
si troverà 
È a°b? sen? 
ie? Hi Este 
d’onde 
ds Si CRE Re 
a+ b’— a” sen? w 


e perciò 





5 abt [sets vie + b’— dè sen? ©) à 
2h (a+ b’— a? sen? w)? 
Quest’integrale si riduce come il precedente alle funzioni ellittiche di prima seconda 
e terza specie. I sviluppi poi analitici per la riduzione degli archi di queste curve 
alle funzioni ellittiche si trovano esposti fin da lungo tempo in una mia Memoria 
pubblicata nel giornale arcadico nel 1844, ove mi proposi la rettificazione delle due 
curve del quart’ordine luogo geometrico della projezione ortogonale del centro dell’ 
ellisse e dell’iperbola sulle sue tangenti. Termineremo queste applicazione col fare 
osservare che l’integrale 
== fi ds 


sarà sempre riducibile alle funzioni ellittiche tutte le volte che s rappresentando una 
funzione ellittica sotto una data ampiezza 9 sia nello stesso tempo la z una funzione 
pari di sen’ 9, cos 9, come già si può scorgere nei precedenti esempi. 


Roma 13 Luglio 1862. 
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SOLUZIONE GENERALE DEL PROBLEMA : RAPPRESENTARE LE PARTI DI UNA-SUPERFICIE DATA 
SOPRA UN'ALTRA SUPERFICIE PARIMENTI DATA, IN GUISA CHE LA RAPPRESENTAZIONE RIESCA, 
NELLE SUE PARTI INFINITESIME, UNA FIGURA SIMILE ALLA FIGURA RAPPRESENTATA, (*) 


DI C. F. GAUSS. 
Traduzione del Sig. Eugenio Beltrami. 


1 


La natura di una superficie curva vien definita per mezzo d’ una equazione fra 
le coordinate x, y, 2 relative a ciascun punto di essa. In virtù di questa equazione 
una qualunque delle tre variabili anzidette può esser considerata come funzione delle 
altre due. E di maggior generalità introdurre due nuove variabili t, u, ed esprimere 
ciascuna delle x,y, 2 in funzione di esse, per il chè, almeno in generale, due de- 
terminati valori di ¢ ed w appartengono sempre ad un punto individuato della super- 
ficie, e viceversa. 

2. 

Le X, Y, Z, T, U abbiano rispetto ad una seconda superficie curva significati 

analoghi a quelli che hanno ordinatamente le x, y, 2, t, u rispetto alla prima. 


3. 


Rappresentare la prima superficie sopra la seconda significa: stabilire una legge 
secondo la quale a ciascun punto della prima corrisponda un punto individuato della 
seconda. Cid accadra ogni qual volta le T, U si suppongano eguali a due determi- 
nate funzioni delle variabili ¢, w. Se la rappresentazione dovrà adempire a certe con- 
dizioni, le anzidette funzioni non potranno più essere arbitrarie. E siccome anche le 
%, y, 2 diventano funzioni di f, u, così queste funzioni, insieme alla condizione im- 
posta dalla natura della seconda superficie, devono soddisfare altresì a quelle che sono 


da adempire nella rappresentazione. 
4. 


Il quesito della Società reale delle scienze prescrive che la rappresentazione debba, 
nelle sue parti infinitesime, essere simile alla figura rappresentata. Anzitutto conviene 
esprimere analiticamente questa condizione. 





(*) Questa Memoria del gran Geometra pubblicata fin dal 1825 nel terzo fascicolo delle Astronomi- 
schen Abhandlungen edite ad Altona dal Sig. Schumacher in risposta ad un tema proposto pel 1522 dalla 
Reale Società delle Scienze di COPENHAGEN, si crede utile di pubblicarne una traduzione nella Rivista 
Bibliografica di questi AnnaLI, il che darà motivo di confrontare, ciò che di più interessante siasi pub- 
blicato su questo argomento da altri moderni, ed illustri geometri. B. T. 


a 
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Differenziando le funzioni di ¢, w valori delle x, y, 2,X, Y, Z, abbiansi le se- 
guenti equazioni: 

de — a dt +adu, dy=bdt+bdu, dz=cdt+cdu, 
dX = À dt + A'du, dY=Bdt+Bdu, dZ == C dt+C'du. 

La prescritta condizione richiede, primieramente , che tutti gli archetti infinita- 
mente piccioli uscenti da uno stesso punto della prima superficie , ed in essa gia- 
centi, sieno respettivamente proporzionali agli archetti corrispondenti nella seconda 
superficie, e, in secondo luogo, che quelli facciano fra loro gli stessi angoli di questi. 

Uno degli anzidetti elementi lineari nella prima superficie è espresso da 


Vi(aa + bb + cc) de + 2 (aa'+ bb'+ cc')dt du + (aa'+ bb'+ c'e')du?} , 
ed il suo corrispondente nella seconda superficie da 
VI(AA + BB + CC) dé + 2 (AA'+ BB'+ CC’) dt du + (A'A'+ B'B'+ CC) dut. 
Se essi debbono stare fra loro in un dato rapporto, indipendentemente da valori 
particolari di di e du, è evidente che le tre quantita 
io po + cc, aa + bb + coma 4 bb + c'e 
devono essere rispettivamente proporzionali alle tre seguenti: 
AA + BB + CC, AA'+ BB'+ CC, A'A'+ BB+ CC 
Se agli estremi di un secondo elemento nella prima superficie corrispondono 1 valori 


tu e tod, ur du, 


‘ 


il coseno dell'angolo che esso fa col primo elemento è espresso da 
(a dt+a'du)(a dt+a'du) + (b dt+b'du)(b dt+b'du) + (c dt+c'du)(c dt + c'du) 
Wan a Te De Ti AA) 07 vi LET eae. AERO 
V| (adé+a'du)’+(bdt+b'du)*+(cdt+c'du)*' § (adt+a'du)’+(bdt+b'du)+(cdt+c'du)? 
ed il coseno dell’angolo compreso fra i corrispondenti elementi nella seconda super- 
ficie risulta espresso da una frazione affatto simile , che si‘ricaya dalla precedente 
scambiando le a, b, c, a', b', c', ordinatamente nelle A, B, C, A’, B', €. E chiaro 
che queste due espressioni riescono eguali fra loro quando sussista la proporzionalità 
di cui sopra, e però la seconda condizione è già per sua natura inclusa nelle prima, 
cosa che dopo una leggiera riflessione rendesi anche da sè stessa manifesta. 
Adunque l’espressione analitica della condizione imposta dal nostro problema con- 
siste in ciò, che debba aversi 
AA + BB+ CC AA'+ BB'+ CC A'A'+ B'B'+ CC 
——— i m 1 oo, 
aa + bb + cc aa + bb'+ cc aa + bb'+ c'e 


ed il valore comune di questi tre rapporti sarà una funzione finita delle 2, u che 
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porremo == mm. Esprime quindi m il rapporto nel quale le grandezze lineari nella 
prima superficie vengono amplificate ed impicciolite nella loro rappresentazione sulla 
seconda (essendo nel primo caso m maggiore e nel secondo minore di 1). Questo rap- 
porto sarà, in generale, diverso da punto a punto; nel caso speciale che sia costante 
avrà luogo una completa similitudine anche fra porzioni di grandezza finila, e se inoltre 
sara m = 1, sussistera una perfetta eguaglianza e l’una superficie si potra svolgere 


ed applicare sull’altra. 
à. 


Poniamo per brevità 
(aa + bb + cc) de+ 2 (aa + bb'+ cc‘) dt du + (aa’+ bD'+ c'e) du = w, 
ed osserviamo che l’equazione differenziale © = 0 deve ammettere due integrazioni. 
Imperocchè scomponendosi il trinomio » in due fattori, lineari rispetto a dt e du, 
deve l’uno v l’altro di questi due fattori essere = 0, il che porgerà due distinte inte- 
grazioni. Una di queste integrazioni corrisponderà all’equazione 
0 = (aa + bb + cc)dt 
+ {aa +bb' +ec+i Y{(aa+bb+cc)(a'a'+b'b'+cc')— (aa'+bb'+-cc')?}] du 
(dove per semplicità si è seritto à in luogo di ÿ—1, essendo facile convincersi che 
la parte irrazionale di questa espressione deve risultare immaginaria); l’altra ad un’ 
equazione del tutto simile, ricavata dalla precedente cambiando 2 in — 2. Se dun- 
que l’integrale della prima equazione si suppone essere 
p + iq = Cost., 
dove p e q significano funzioni reali di ¢, u, l’altro integrale sarà 
p — tq = Cost.; | 
e dalla natura della cosa risulterà che 
(dp + idq)(dp — idg) ossia dp°+ dq’ 
debba essere un fattore di w, cioè che si debba avere 
o = n(dp'+ dq’), 
essendo n una funzione finita di £ ed w. 
Indicheremo ora con © il trinomio nel quale si converte 
dX°+ dY°+ dZ° 
quando a dX, dY, dZ si sostituiscano i loro valori formati con T, U, dT, dU, e sup- 
porremo che, a somiglianza di quanto si disse pocanzi, i due integrali dell'equazione 
Q = 0 sieno i seguenti : 
P+ iQ = Cost., P—_iQ=Cost., e Q= N(dP°+ dQ’) 
dove P, (), N significheranno funzioni reali di T, U. 
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È evidente che queste integrazioni ( prescindendo dalle difficoltà inerenti in ge- 
nerale a questo genere d’operazioni) si potranno eseguire prima di risolvere il pro- 
blema capitale che abbiamo di mira. 

Se adesso alle T, U si sostituiscono funzioni delle t, u dotate della proprietà di 
soddisfare alla condizione del problema, la funzione Q si converte in mmo, e risulta 

(AP + 2dQ)(dP — dQ) — mmn 
(dp + idg)(dp — ig N 

Ora si vede facilmente che il numeratore del primo membro di questa equazione di- 
venta divisibile per il denominatore, solamente quando è divisibile 

0 dP + 2dQ per dp+idg, e dP—:dQ per dp — idg, 

0 dP + dQ per dp—idg, e dP—zdQ per dp + idq. 
Quindi nel primo caso dP + idQ sara annullato da dp + ‘dg = 0, ossia P + :Q 
sarà costante quando sia costante p+ iq, vale a dire P + 2Q sarà funzione soltanto 
di p+ îq, e parimenti P — :(Q non sarà funzione che di p — ig. Nell’ altro caso 
P + 2Q sarà funzione di p— iq, e P —iQdi p + ig. È facile vedere che queste 
conseguenze hanno pure le loro reciproche, cioè che ammettendo essere P + iQ, 
P — :Q funzioni di p + 2g, p—q (0 rispettivamente 0 reciprocamente), avrà luogo 
la divisibilità finita di Q per ©, e conseguentemente sussisterà la precedente propor- 
zionalità, nella quale necessariamente si traducono le condizioni del problema. 

È poi facile persuadersi che se si pone, per esempio, 

P+iQ=f(p+%q), — EO a Er 

la natura della funzione f° è già condizionata a quella di f. Quando cioè le co- 
stanti contenute in quest'ultima ‘funzione saranno tutte reali, l’altra funzione f' dovrà 
essere affatto identica ad f, affinchè a valori reali di p, q corrispondano sempre va- 
lori reali di P, Q; nel caso contrario le funzioni f ed f’ differiranno l’una dall’al- 
tra unicamente per ciò, che negli elementi immaginari di f dovrà porsi dovunque 
in luogo di 2 l'immaginario di segno diverso — 2. 

Dalle precedenti due equazioni si ha tosto 


P= 3fp+ ig) + af'(p — ig), 

iQ == 3fip + ig) — af (p — id); 
ossia, in altre parole, assunta affatto ad arbitrio la funzione f (se piace con elementi 
costanti immaginarii), si ponga P eguale alla parte reale ed #0 (nella seconda solu- 
zione — iQ) alla parte immaginaria di f(p + ig) , indi mediante l'eliminazione si 
esprimano T, U in funzione di ¢, u. Con ciò il proposto pile é risoluto in tutta 
la sua pienezza e generalitä. 
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6. 


Se si indica con p + iq una funzione di p + iq arbitrariamente assunta (essendo 
p> gq funzioni reali di p, q), vedesi facilmente che anche le equazioni 
p'+ iq'= Cost., e p— iq'= Cost. 
possono rappresentare gli integrali dell’equazione differenziale w—0; infatti esse sono 
affatto equivalenti alle 
p + ig = Cost. , e p — iq = Cost. 
rispettivamente. Parimente saranno gli integrali dell’equazione differenziale Q = 0 
P'+ iQ'= Cost., e P'—:0'= Cost. 
affatto equivalenti ai già usati 
P+ iQ = Cost. e P — 2Q = Cost. 
purchè P'+ iQ sia una funzione di P + iQ assunta ad arbitrio (essendo P', Q' fun- 
zioni reali di P, Q). Da ciò emerge che nella soluzione generale del problema, data 
nell'articolo precedente, si ponno anche sostituire p', g' in luogo di p, q e P', Q' in 
luogo di P, Q rispettivamente. Quantunque la generalità della soluzione non sia per 
ciò punto accresciuta, tuttavia nelle applicazioni può alle volte tornare più acconcia | 
una forma per un certo scopo, un’altra per un altro. 


rh 
Indicando con 9, 9 le funzioni che nascono rispettivamente dalla differenziazione 


delle funzioni arbitrarie f, f', cosicchè sia d.fo = 9 v. dv, d. f'v = g'v.dv, dalla 
nostra generale soluzione seguirà 


dP + 2dQ | , dP — :dQ 
dp + idg ep Hi; dp — ig — g(p — 19) 
e conseguentemente 
mmn 





N = %P + id) q(p— ig). 


Quindi il rapporto amplificativo viene determinato dalla formola 


dp° + dq? 0: M 
m FE g(p + 1q). 9(p — iq): 
8. 


Passeremo ora a dilucidare la nostra soluzione generale con alcuni esempi, dai 
quali verrà posta in luce nel miglior modo possibile tanto la maniera di farne l’ap- 
plicazione , quanto la natura di alcune particolarità che ancora saranno per presen- 
tarsi in quella. | 
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In primo luogo le superficie date sieno ambedue piane, cosicché potremo porre 
eh youu, 2—0; X=T, Y=U, Z=0. 


L’equazione differenziale 
o = dé + du= 0 
porge in questo caso i due integrali 
t + iu = Cost. , t — iu = Cost., 
e parimenti i due integrali dell’equazione Q = dT?+- dU’— 0 saranno i seguenti: 
T + :U = Cost. , T — WU = Cost. 
Le due soluzioni generali del problema sono quindi : 
I T + wW = f(t + iu), T— W = f'(t — iu) 
II. T + WU = f(t — iu), T— WU = f'(t + iu). 
Questo risultato si pud anche enunciare come segue : Indicata con f una funzione ar- 
bitraria, si deve prendere per X la parte reale di f(a + iy),e per Y, ovvero per 
—Y, la parte immaginaria liberata dal fattore è. 
Usando le caratteristiche 9, ¢ nel senso dell’art. 7, e ponendo 
(x + ty) = E+ în, g(x — ty) = § — în, 
dove manifestamente & ed n saranno funzioni reali di x ed y, si ha nella prima so- 
luzione , 
dX + idY = (FE + in)(de + idy) , dX — 2d¥ == (Ë — in)(de — idy) 
e conseguentemente 


dX = éda — n dy , dY = nda + édy. 
Se ora si pone 


CE ICO a, nV=="6,0 seny, 
dz = ds. cosg , dy = ds. seng, 
dX = dS. cos G , dY = dS. sen G, 


cosicchè sia ds un elemento lineare nel primo piano, g la sua inclinazione rispetto 
all’asse delle ascisse, dS il corrispondente elemento lineare nel secondo piano e G la 
sua inclinazione rispetto all'asse delle ascisse, le precedenti equazioni danno 

dS. cos G = c. ds. cos (g + 7) 

dS. sen G = co. ds. sen (9 + 7) 
e conseguentemente, se si riguarda ¢ come positivo, ciò che è permesso, 

ds ls) 2, _ G=g+7 
Si vede dunque (concordamente a quanto risulta dall’art. 7), che o è il rapporto in 
cui viene amplificato l'elemento ds nella rappresentazione dS ed è, come doveva es- 
sere, indipendente da g, e parimenti la indipendenza dell'angolo y da g mostra che 
: = 
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tutti gli elementi lineari uscenti da uno stesso punto nel primo piano vengono rap- 
presentati nel secondo piano da elementi che formano fra loro e, possiamo aggiun- 
gere, nel medesimo verso, angoli eguali a quelli che son compresi dai primi. 

Se si piglia per f una funzione lineare, cosicchè sia fu = A + Bu, essendo i 
coefficienti costanti della forma 


A=at+ bi, , B—c+e 
risulta 
m—B—c+e , e pero 
e 
e=ylc-+e) , y= Are. tang. = 


Quindi il rapporto amplificativo è costante in ogni punto e la rappresentazione asso- 
lutamente simile alla figura rappresentata. 

Per ogni altra funzione f il rapporto amplificativo non sarà costante (come facil- 
mente può dimostrarsi), laonde la similitudine non sussisterà che fra le parti infini- 
tesime. 

Se vengono assegnati i punti che devono corrispondere nella rappresentazione ad 
un determinato numero di punti dati nel primo piano, si può facilmente trovare , 
coll’ordinario metodo d’ interpolazione , la più semplice funzione algebrica f per la 
quale è adempita quella condizione. Se cioè si indicano con a, b,c, etc. i valori di 
x + ty relativi ai punti dati, e con À, B, C, ec. i corrispondenti valori di X+42Y, 
si dovrà porre 

(v — b)\(v — ¢).... (v —a)(v — Cc)... (v — a)(v — b)... 
PE ent PE co adire TES 
(a — b)(a — c).... (b — a)(b — c).... (c — a)(c — Di)... 
per cui f sara una funzione algebrica di v di grado eguale al numero dei punti dati 
diminuito d’una unità. Se i punti son due, la funzione più semplice diventa lineare, 
e quindi sussiste perfetta similitudine. 

Si può nella geodesia applicare utilmente questo processo per migliorare. una 
carta geografica costruita in base a mediocri misurazioni, la quale sia buona nei mi- 
nuti particolari ma nel complesso alcun poco infedele, e ciò quando si conosca l’e- 
satta posizione di un certo numero di punti. Si concepisce però che in una così fatta 
trasformazione non bisogna oltrepassare di molto i limiti della regione abbracciata dai 
punti anzidetti. 

Discutendo in egual maniera la seconda soluzione, si trova che tutta la differenza 
consiste nell’essere la similitudine inversa anzichè diretta, poichè tutti gli elementi 
della rappresentazione formano bensì fra loro angoli eguali agli omologhi nella figura 
rappresentata, ma in verso contrario, così che nella prima figura giace a destra ciò 
che nell’ultima giace a sinistra. Ma questa differenza non è punto essenziale, e spa- 
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risce sol che in uno dei piani si consideri come inferiore quella faccia che prima era 
considerata come superiore. Del resto quest’osservazione si applica egualmente ogni 
qual volta una delle due superficie sia un piano, per cui nei seguenti esempj di questo 
genere possiamo limitarci semplicemente alla prima soluzione. 


di 
Consideriamo ora, per secondo esempio, la rappresentazione sopra un piano della 
superficie di un cono retto. Assumeremo come equazione di questo 


xx + yy — kkız = 0, 
ponendo inoltre 
x= ktcosu, y= ktsenu, alt 
ed X—T, Y=U, Z — 0, come pocanzi. 
Nel caso attuale l’equazione differenziale 


wo = (kk +4)dt°+ kktt du = 0 
fornisce i due integrali 


kk 
ot + See = : 
Abbiamo quindi la soluzioue 


: x kk 
XY = Joss Hr): 
FRE | HE 
X—W=f(loge—iy/ Gu ? 


vale a dire indicando con f una funzione arbitraria, risulta X eguale alla parte reale di 


: kk 
(ios L + NT ), 


ed Y alla parte immaginaria liberata dal fattore 2. 
Pigliando, per esempio, una funzione esponenziale, come 


ifua=-hett 
dove h è costante, ed e significa la base dei logaritmi iperbolici , si ha la rappre- 
sentazione semplicissima 


X= ht cosy / za, Y= hse fp 
Applicando al caso presente la formola dell’art. 7. si ha 
n= (kk + 1jtt, i 
e, per essere qu = qu = he”, 


logt + è = uw). o(logt — i Spa 
(108 Alert D DA Oo Vr rey dis Dee 
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e conseguentemente 


m = e però costante. Se dunque si pono h = y(kk + 1), 


h 
V(kk +1) 
la rappresentazione diventa un perfetto sviluppo. 
10. 


Abbiasi in terzo luogo da rappresentare su di un piano la superficie di una sfera 
di raggio = a. Porremo per ciò 
x= acostsenu, y = asentsenu, 2 — 0 Cost 


con che otteniamo 
o = aa sen’u d’—+ aa du’. 
Conseguentemente l’equazione differenziale © = 0 porge 
du 


Diet = 0 
sen u 





ed integrando 
t = zlog. cot Zu = Cost. 


Indicando dunque nuovamente colla caratteristica f una funzione arbitraria, risulta 

che si deve porre X eguale alla parte reale ed iY alla parte immaginaria di 
ft + à log cot 3 u). 

Citeremo due casì particolari di questa soluzione generale. 

Se per fsi assume una funzione lineare, ponendo fv = kv, si ottiene 

AMA, Y = k log oot fu. 

Questo sistema di rappresentazione, applicato alla terra, e ritenuto che ¢ esprima la 
longitudine geografica, 90° — u la latitudine, manifestamente corrisponde alla proje- 
zione di Mercatore. Le formole dell’art. 7 somministrano in questo caso, per il rap- 


porto amplificativo, 
k 
_ a.sen u 


Assumendo per f una funzione esponenziale immaginaria, e propriamente per pri- 
ma la più semplice di tutte fv = ke”, si ha 


o I 1 7 
fit + ilog cot 4 u) = kel HS 2" + _ Kiang 4 u (cost + à sent), 


ed X = ktangzu. cost, = k tang 3 u. sen £ 
cid che costituisce, come agevolmente si pud vedere, la proiezione stereografica polare. 
Se più in generale si pone fv = ke”, risulta 


A = 5 TRA 
X = ktangi u. cos di, Y = k tang + u. sen dt. 
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In questo caso il rapporto amplificativo & dato da 
À 


ee Ak tang 1 u 
a sen u 
per essere 
n= aa sen°u , N; qu = ike” 

Si scorge che nel caso attuale la rappresentazione di tutti i punti pei quali w è 
costante ha luogo in una circonferenza, e quella di tutti i punti pei quali £ è co- 
stante in una retta; come pure che le circonferenze corrispondenti a tutti i diversi 
valori di w sono concentriche. Questo metodo di rappresentazione fornisce un genere 
di proiezione molto opportuno nel caso che si debba rappresentare solamente una por- 
zione della superficie sferica, e il miglior partito è allora di sciegliere X in modo che 
il rapporto amplificativo risulti eguale in corrispondenza agli estremi valori di u, con 
che esso riceve il suo più piccolo valore verso il mezzo. Se gli anzidetti valori estremi 
di u si indicano con u° ed w', si dovrà quindi porre 

log sen u. — log sen u° — 
I fogli n° 19—26 della carta celeste del sig. professore Hardings sono disegnati se- 


condo questa proiezione. 
11. 


La soluzione generale del caso trattato nel precedente articolo può conseguirsi 
anche sotto un’altra forma, la quale noi, a cagione della sua eleganza, crediamo di 
dover pure qui aggiungere. 

Essendo 

tang + u(cos £ + isen t) 
una funzione di 
t+ i log cot5u 


sen u cos { + 2sen u sent Xx + iy 





=— 


tang + ulcos t + 2 sen t) = 


1 + cos u a + 3 
la soluzione generale, in virtù dell’esposto nell’art. 6, può anche essere espressa da 
x + iy x — ly 
Y=f —— X —7Y =f —— 
x +2 fe ee ’ fe PAUL AE 


vale a dire X deve essere posto eguale alla parte reale, ed zY alla parte immagi- 


Ye a. Pe su 
naria di f i , indicando con funa funzione arbitraria. In luogo di I 
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° a x e . + . . — 12 
si pud anche prendere, com’é facile vedere, una funzione arbitraria di El Ov- 
; a + x 
3 dt 
vero di . 
A+ y 


12. 


In quarto luogo considereremo la rappresentazione sopra un piano della superficie 
d'un ellissoide di rotazione. Siano a e b i due semiassi principali dell’ellissoide, co- 
sicchè si possa porre 

= acost.senu, y == a sent. sen, 3 = b cosu. 
Qui dunque abbiamo 
o —aa sen’u dé” + (aa cos?u + bb sen’u)du’ 


. | ; 2 ee bb 
e l’equazione differenziale © = 0 dà, ponendo per brevità \/ (1 _ aa) = e(am- 


messo che il semiasse di rotazione b sia < a), 


0=dt = ?duy(cottu + À — ee). 
Se poniamo 
V(1 — e)tangu = tango, 
in cui è d’uopo notare che, nell’applicazione allo sferoide terrestre, 90°—w esprime 
la latitudine geografica e £ la longitudine, l’equazione precedente si trasforma nella 


1 — ee 
0 = dt = 2 do — 
Dre (1 — cc cos’w)sen wo 
che integrata da 
1 —e cosw\* 
Cosine ==? log feot: @. (=) | : 
| 1 +e cos w 


Se quindi s’indica con f una funzione arbitraria, si deve pigliare per X la parte reale 
e per 2Y la parte immaginaria di 


Frelon et (poe ee i 
eed N ee . 
3 4 1+e cos w 
Scegliendo per f una funzione lineare, cioè ponendo fv = kv , risulta 
1+ € coso 
Kee ET Sy RON neo 
“ 1— € cos w 
con che oltiensi una proiezione analoga a quella di Mercatore. 


Se all’incontro si assume per f una funzione esponenziale immaginaria fv—ke", 
risulta 


——/1+ e cos w\ —— [A+ e cosw\*” 
X—k.tang + w 1) . cos At , Y= k.tang i (A) (=) . Sen At > 
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le quali formole, ponendo in esse À — 1, porgono un metodo di proiezione analogo 
allo stereografico polare, ed in generale una proiezione assai acconcia per rappresen- 
tare una parte della superficie terrestre, quando si debba aver riguardo allo schiac- 
ciamento. 

Ciò che è a dirsi intorno all’altro caso, quando cioè sia b >a, potrebbesi in- 
vero facilmente desumere dall’applicazione immediata di quanto precede, giacchè, in 
questa seconda ipotesi, ritenuti i medesimi simboli, e diventa immaginario, ma 

1+ e cos w\* : A, : 
(Peo) resta nondimeno reale. Pure, a render completa l’esposizione di que- 
1— <c0s w 
st’argomento, aggiungeremo anche le formole specialmente appropriate a questo caso, 


E bb Re È 
e porremo a dirittura — — 1)=n. Si determinerà © per mezzo dell’equazione 
aa 


V(1 + wm). tangu = tango , 
e l'equazione differenziale 
: Jem 
0 =dt zido——____ 
(1+ nn cos w)sen © 
somministrerà l’integrale 


Cost. = © 2(log cot è © + n Are. tang [n cos w] ), 





cosicehè X dovrà assumersi eguale alla parte reale, ed èY alla parte immaginaria di 
fit + è{log cot 30 + n Are. tang[n cos w]}) . 

Le applicazioni che fanno riscontro alle due trattate di sopra si presentano spontanee 

dalla considerazione del risultato ora trovato. Nella prima bisogna porre 


X = ki, Y = k log cot + © + nk Are. tang[n cos w |, 


e nella seconda 


as : ; 
X — k lang 3 oe IAA Arc.tang i 0 "05 @ cos rt 
A ET BD | 
=) Ap. tons Ty, cus 61 
AAA Corry ee eed sen, Ag; 


13. 


Per dare un ultimo esempio considereremo la rappresentazione generale dell’ el- 
lissoide di rotazione sulla superficie sferica. Per la prima superficie riterremo i sim- 
boli dell’ articolo precedente, porremo il raggio della sfera — A, ed 


X = A cos T senU 5 Y = A sen T senU, Z = Acos U. 


Applicando al caso presente la soluzione generale data nell’art. 5 si trova che, in- 
dicando con f una funzione arbitraria, bisogna porre T eguale alla parte reale , ed 
à log cot + U alla parte immaginaria di 

Tom. IV. N° 4. 1861. | 29 


226 ANNALI DI MATEMATICA 
A2 4) fe % 
DI + à log { col 5 o. LENS) | ) 


1+ cos w 
La soluzione più semplice consiste nel pigliare fv = v, donde risulta 


1 + 2008 w\* 
Ge Rs SS . 
-\1— ecos ow 


Queste formole somministrano una trasformazione sommamente utile per I’ alta geo- 








T #5 tang SU = tang 


no 


desia, sull’uso della quale però noi qui non possiamo porgere che una succinta in- 
dicazione. Se si considerano come reciprocamente corrispondenti sulle superficie del- 
l’ellissoide e della sfera quei punti che hanno la medesima longitudine, e le cui la- 
titudini rispettive 90°— U, 90°— sono vincolate dalla precedente equazione, ad 
un sistema di triangoli relativamente piccoli (quali sempre saranno quelli che possono 
servire alle effettive misurazioni ) formati sulla superficie dello sferoide da linee di 
minima lunghezza (geodetiche ), corrisponderà sulla superficie sferica un sistema di 
triangoli, i cui angoli saranno rigorosamente eguali ai loro corrispondenti sullo sfe- 
roide, ed i cui lati differiranno sì poco dall'essere archi di circoli massimi, che nel 
maggior numero dei casi, quando non si richiegga una straordinaria esattezza, po- 
tranno considerarsi come collimanti con tali archi; e quando pure fosse imposta la 
massima precisione, si potrà sempre, coll’aiuto di formole semplici, calcolare con tutta 
la necessaria accuratezza di quanto differiscano dai detti archi di circoli massimi. 
Avendo adunque primieramente trasportato sulla superficie sferica un lato di trian- 
golo nel modo conveniente, si potrà in seguito calcolare l’intero sistema precisamente 
come se giacesse sulla stessa superficie sferica, e ciò mediante gli angoli, e quando 
occorra colla pocanzi accennata modificazione; poi determinare per tutti i punti del 
sistema i valori di T ed U, e da questi finalmente risalire ai corrispondenti valori 
di © (lo chè potrà farsi nel modo più spedito coll’aiuto d'una tabella sussidiaria fa- 
cilissima a costruirsi). 

Siccome una rete di triangoli si estende sempre sopra una porzione assai limi— 
tata di superficie terrestre, così l’anzidetto scopo si può raggiungere con ancor mag- 
giore perfezione, generalizzando alcun poco la soluzione adottata , ed assumendo fu 
eguale non già av ma a v+ Cost. È manifesto che in tal guisa non si verrebbe 
a guadagnar nulla se a questa costante si attribuisse un valore reale, giacchè non si 
farebbe altro che rendere T e ¢ costantemente differenti fra loro appunto di tal va- 
lore, c però l’unico ‘effetto ottenuto sarebbe di disgiungere i punti iniziali delle lon- 





(*) Non ci occupiamo qui nè della seconda soluzione dell’art. 5, che differirebbe dalla sopra consi- 
derata unicamente pello scambio di — T con + T, e corrisponderebbe ad una rappresentazione rovescia, 
ne del caso d’un ellissoide allungato, la discussione del quale, dopo quanto s° è detto nel precedente arti- 
colo, spontaneamente consegue da quella dell’ellissoide schiacciato. 
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gitudini. Ma non avviene lo stesso ove si attribuisca alla costante un valore imma- 


ginario. Se questa si pone — — 2 log k, si ottiene 


A 1+ e cos w\°° 
Peer, tang U =k tang = © ————— | - 
i 1— € cosw 


Affine di poter decidere del valore più opportuno da dare a k, dobbiamo pri- 


mieramente determinare il rapporto amplificativo. 


Ritenendo i simboli usati negli articoli 5 e 7 abbiamo nel caso attuale 


n = aa sen’u , N = AA sen’U, qu = 1. 


epperö 
A sen U AsenU 
n= ——— _—— ya ee le COS”) 
a sen U a sen 
A k(1 — ee cos?) 7? 
PHARE ae: i di 2 9 
a costo (1 —ecos w)° + kk senso (1 + cos w)° 


rapporto il quale non dipende che dalla sola latitudine. Si ottiene una corrispondenza 
di figure che differisce il meno possibile dalla perfetta similitudine, determinando k 
in modo che m riceva eguali valori alle latitudini estreme, con che m si approssima 


naturalmente al suo massimo o minimo valore verso la latitudine media. Indicando 


1 valori estremi di © con w° ed è, si ottiene in tal modo 


COS + °° (1 — e cos w°}° cos bo! (4 — e COS w)é 


k= \/| & a OLA een 
sen 5 @ si — € COS w')° sen $a (1-+ e cos w°)° i 


(1 — ee cos*w')?** (1 — ce cOs?a°)?7# 





Volendo conoscere a qual latitudine corrisponda il massimo od il minimo 
m, osserviamo che si ha > 


dm € COS ». Sen ©. dw 
CU Us dU a ont pile po Se 
1 — ee coso 
dU do e sen w. dw (1 — c)do 
senU sen» 1— cecos*a (1 — ee cos’w)sen » 
e per conseguenza 
dm (1 — ce)dw 
— = Td - (cos U — cos ©). 
m sen w(1 — ee cos’w) 


valore dı 


Di qui emerge che m riceve il massimo od il minimo valore quando U diventa =%; 


se si indica con W il valore di è in questa posizione, risulta 
1 — e cos W\* k 1- È 
lee ossia cos W = ni» 
1 + e cos W = 
«(1 +K) 


* 
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donde si pud cavare W, quando & sia stato calcolato mediante la formola data so- 
pra. Per gli usi pratici però non è essenziale che si guardi alla scrupolosa eguaglianza 
dei valori di m in corrispondenza alle latitudini estreme , e basterà prendere a un 
dipresso per 90° — W la latitudine media, e da questa desumere il valore di k. 
La generale dipendenza fra U ed © porge allora la formola 

(1 — e cos W)(1 + «cos w))#° 

(1 + e cos W)(1 — ec cos o) | 

Nondimeno per gli effettivi calcoli numerici è più vantaggioso far uso di serie, alle 
quali si possono assegnare diverse forme; ma noi non ci dilungheremo a darne qui 


tang $U = tango 


gli sviluppi. | 
Siccome poi facilmente si vede che per o< W si haU > e però cos U— cos © 
dm 3 ‚ dm de 
come anche fo negativo, mentre per © > W si ha U< e però o positivo, 
do 0) 
così è chiaro che per » == U = W il valore di m diviene sempre un minimo e pro- 
priamente 


i V(1 — se cos” W). 


a 
V(l — ce cos’ W) 
zione delle porzioni infinitamente piccole di superficie ellissoidica in prossimità alla 
lautudine 90°— W riescirà non solo simile alla figura rappresentata, ma altresì eguale; 


Se dunque si piglierà il raggio della sfera A = la rappresenta 


e sotto le altre latitudini più grande. 

Il logaritmo di m può essere utilmente sviluppato in una serie procedente se- 
condo le potenze ascendenti di cos U — cos W, i cui primi termini sufficienti per 
la pratica sono : 

A ee 
log ip. m == log }— Y(1 — ee cost W)} + ;——- (cos U — cos W)° 
a 2(1 — ee) 
254 cos W 
AED ( 

Se dunque, per dare un esempio, venisse trasportata in questo modo sulla su- 
perficie sferica la Monarchia Danese, fra le latitudini estreme 53° e 58° e si po- 
nesse W = 34° 30', la rappresentazione risulterebbe amplificata ai confini soltanto di 
500 linearmente, supposto il valore dello schiacciamento = +. 

Dobbiamo qui tenerci paghi di aver dato questo breve cenno di uno dei modi 
di trar partito dal trasporto delle figure nell’alta geodesia, e ne riserviamo ad altro 
luogo una più adeguata discussione. 


cos U — cos W)} + 





14. 


Ci rimane ancora a considerare un po’piü da vieino una eircostanza che si pre- 
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senta nella nostra soluzione generale. Abbiamo fatto vedere nell’art. 5, che sempre 
sussistono due soluzioni, dovendo o P + iQ essere una funzione di p+q e P—7Q 
una funzione di p — ig; ovvero P+ iQ una funzione di p—q e P — iQ una 
funzione di p + iq. Ora vogliamo anche mostrare in generale che in una di queste 
soluzioni le parti della rappresentazione sono scambievolmente disposte come le ana- 
loghe della figura rappresentata, mentre invece nell’altra hanno una disposizione in- 
versa; in pari tempo porgeremo il criterio colla scorta del quale si può fare a priori 
questa distinzione. 

Osserviamo anzi tutto che non si può altrimenti far parola di similitudine di- 
retta od inversa, fuorchè distinguendo in ciascuna superficie due diverse faccie 0 bande, 
e considerando l’una di queste come superiore, l’altra come inferiore. Siccome questa 
scelta è per sè stessa arbitraria, così le due soluzioni non sono punto essenzialmente 
differenti, ed una similitudine inversa diventa diretta sol che in una delle superficie 
si assuma come inferiore quella faccia che prima si considerava come superiore. Quindi 
nella nostra soluzione questa distinzione non si potrebbe mettere in evidenza, perchè 
le superficie vengono in essa determinate unicamente dalle coordinate dei loro punti. 
Se si vuole aver riguardo a tale differenza, bisogna primieramente caratterizzare la 
natura delle superficie in un altro modo, il quale consenta di rendere esplicita quella 
differenza . A questo scopo supporremo che la natura della prima superficie venga 
definita dall’equazione y = 0, essendo 4 una data funzione uniforme di a, y, 2. In 
ciascun punto adunque della superficie il valore di 4 sarà zero, ed in tutti i punti 
dello spazio non appartenenti alla superficie sarà diverso dallo zero. Conseguentemente 
nell’attraversare la superficie in un verso, il valore di y, generalmente parlando, 
passerà dall'essere positivo all'essere negativo, e nell’attraversarla in verso contrario, 
passerà invece dall’essere negativo all'essere positivo; ossia, da una parte della su- 
perficie il valore di 4 sarà positivo e dall’altro negativo; considereremo la prima come 
superiore, l’altra come inferiore. Altrettanto si dica per la seconda superficie , sup- 
ponendone determinata la natura dall’equazione Y = 0, in cui sia Y una funzione 
data uniforme delle coordinate X, Y, Z. Supponiamo inoltre che differenziando si ot- 
lenga 

dd = edx + g dy + hd, d¥ = EdX + G dY + Hd 
essendo e,g,h funzioni di x,y,z ed E,G, H funzioni di X, Y, Z. 

Siccome le considerazioni per mezzo delle quali dobbiamo pervenire allo scopo 
che ci siamo proposto, benchè in sè stesse non difficili, pure sono di un genere al- 
quanto diverso dall’usato, così ci studieremo di esporle colla massima chiarezza. Fra 
le figure che reciprocamente si corrispondono nelle superficie rappresentate dalle equa- 
zioni $ =0, VY =0, introduciamo sei figure intermedie piane, in guisa da avere otto 
diverse figure, e cioè 
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considerando come corrispon- 
denti i punti le cui coordinate 
sieno rispettivamente = 


1° La figura primordiale nella superficie d= 0 . . . x, y, 3 
2° La rappresentazione intermedia piana. . . . . æ, y, 0 
Bo: pie SU TO 
4° — — — — aL EN PIET) 
Le — — — — ee ee LR LU 
6° — a. — — — I CU A 
ie = — — = a) 


8° La rappresentazione finale nella superficie Y — 0 . X, Y, Z 


Confrontiamo ora queste diverse figure fra loro, avendo unicamente riguardo alla 
reciproca disposizione dei loro elementi lineari infinitamente piccoli , e prescindendo 
affatto dai rapporti di grandezza; si considereranno adunque come similmente poste 
due figure quando di due elementi lineari uscenti da un medesimo punto, quello si- 
tuato a destra nell’ una figura abbia per corrispondente nell’ altra quello situato in 
essa parimente a destra; nel caso contrario le due figure si diranno inversamente po- 
ste. Nel piano si considererà sempre come superiore, dal n° 2 al 7, la faccia o banda 
cui corrispondono i valori positivi della terza coordinata; al contrario nella prima e 
nell'ultima superficie la distinzione fra la faccia superiore e l’inferiore si fonderà uni- 
camente sui valori positivi o negativi di 4 e Ÿ, come sopra si è convenuto. 

Ora è anzitutto manifesto, che per ogni luogo della prima superficie in cui, re- 
stando invariate æ ed y, si passi alla sua parte superiore dando un incremento po- 
sitivo alla 2, la figura 2 sarà similmente posta rispetto alla 1; ciò dunque accadrà 
manifestamente dovunque h sia positivo ; ed il contrario succederà per h negativo , 
nel qual caso le due figure saranno inversamente poste. 

Nello stesso modo le figure 7 e 8 saranno similmente od inversamente poste , 
, secondo che H sarà positivo o negativo. 

Per paragonare fra loro le figure 2 e 3, sia nella prima ds la lunghezza dell’ar- 
chetto infinitesimo che va dal punto di coordinate x, y a quello di coordinate x+dz, 
y + dy, ed J sarà la sua inclinazione rispetto all’asse delle ascisse, misurata nel senso 
in cui dall’asse delle x si procede a quello delle y, per cui sara de = ds. cos! , 
dy == ds. sen/. Nella figura 3 sia do la grandezza dell'arco corrispondente a ds e À 
la sua inclinazione sull'asse delle ascisse, misurata come pocanzi, di modo che si abbia 
dt = do. cosà, du — do. sen‘. Usando dunque i simboli dell'art. 4 si ha 


ds. cost = do(a cos À + a'send) , ds. send = do(d così + b'sen à), 


e per conseguenza 

b cos À + b'sen À. 

tangl = —— . 
a COS À + a sen À 


Se ora si considerano x, y come costanti, ed 1, À come variabili, differenziando si ha 
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dl ab'— ba' 


d 2 
CT ee a eee ea (ab' — ba’). at 
di — (a cos À + asen‘)” + (bcos À + bsen À) ds 
Si vede quindi che, secondo che ab'— ba’ è positivo o negativo , le 1, À crescono 
sempre insieme, o variano in senso inverso, e però nel primo caso le figure 2, 3 
sono similmente poste, nel secondo caso inversamente poste. 


Congiungendo questo risultato col precedente si trova che le figure 4 e 3 sono 
I 


h 


Siccome per tutti i punti della superficie avente per equazione 4 = 0 si ha 
edx + g dy+hdz — 0 


similmente od inversamente poste secondo che - è positivo 0 negativo. 


e però anche 
(ca + gb + hc)dt + (ca + gb'+ he')du = 0, 
comunque si determini il rapporto di dé a du, così è manifesto che si deve avere 
identicamente 
ea + gb +he=0 , ea + gb'4-he=0, 
donde consegue che e, g, h sono rispettivamente proporzionali alle quantità 
! I ! I 
be'— ch', ca — ac, ab— ba, e però nilo ce = Cor Mae FI eas Bande 
e g h 

Si può dunque assumere come criterio della disposizione simile od inversa delle parti 
nelle figure 1, 3 una qualunque delle tre precedenti espressioni, ovvero , moltipli- 
cando per la quantità ee + gg + hh essenzialmente positiva, la risultante espressione 
simmetrica 

ebc' + gca + hab! — ecb' — gac'— hba'. 

Analogamente la disposizione simile od inversa delle parti nelle figure 6 ed 8 

dipenderà dal valore positivo o negativo delle quantità 

BC'— CB CA'—AC AB— BA 

SAAS Ce aS | EN 
0, se meglio aggrada, da quello dell’espressione simmetrica 

EBC' + GCA' + HAB' — ECB' — GAC' — HBA’. 
Il confronto delle figure 3 e 4 si fonda sopra considerazioni del tutto analoghe 

a quelle che hanno servito per paragonare le 2, 3, e la disposizione simile ovvero 
inversa delle parti dipende dal segno positivo o negativo della quantità 


Ge). — (1.0): 


e parimenti il segno positivo o negativo di 


(ar) (av) — Qu) Gar) 


determina la disposizione simile ovvero inyersa delle parti nelle figure 5 e 6. 
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Per quanto riguarda finalmente il confronto delle figure 4 e 5 noi possiamo ri- 
ferirci all’analisi esposta nell’art. 8, dalla quale emerge che esse sono nelle loro mi- 
nime parti similmente ovvero inversamente poste, secondo che si sceglie la prima o 
la seconda soluzione, cioè secondo che si pone 


P+iQ=fip+igd e P_iQ=fp— ig) 


P+iQ=fp — ig) e P_i0=f(p+ ig). 

Da tutto ciò ricaviamo finalmente la conclusione, che se la rappresentazione sulla 
superfieie definita dall’equazione Y = 0 deve essere. nelle sue parti infinitesime non 
solamente simile, ma altresì similmente posta rispetto alla figura originaria esistente 
sulla superficie —0, bisogna aver riguardo al numero delle quantità negative che 
si presentano fra le quattro seguenti : 


ab' — ba' =) dq dp\ (dg dP\ /dQ (À fd AB BAS 
ATEN TRE PACE Jae: at) \au) \au) \aT)’. H : 


se fra esse non compajono quantità negative o se il numero di quelle che vi com- 
pajono è pari, bisogna prendere la prima soluzione; se invece le negative sono una 
o tre, dev'essere scelta la seconda soluzione. Altrimenti sussiste una similitudine in- 
versa. 

Del resto si può mostrare anche che, se si indicano ordinatamente con 7,s,5,R 
le quattro quantità precedenti, si ha sempre 


ovvero 


s Pe TT se SN e 


conservando ad n, N il significato che hanno nell’art. 5; ma non ci soffermeremo a 
dare la dimostrazione, non difficile a trovarsi, di questo teorema , giacché cid non 
è punto necessario per lo scopo che abbiamo di mira. 
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MEMOIRE 


SUR LES DETERMINANTS CRAMERIENS OU RESULTANTES ALGEBRIQUES. 


PAR LE PERE I. L. A. LE COINTE 


DE LA COMPAGNIE DE JESUS, 
Professeur à l’École Sainte-Marie, à Toulouse. 
RAD RS 


M. M. Reiss et Cantor ont donné, le premier dans le tôme V de la Corres- 
pondance mathématique et physique de M. Quetelet, le second dans le tome 
XIV des nouvelles annales de mathématiques rédigées par M. Terguem, une rè- 
gle pour obtenir à priori le signe d’un terme de rang quelconque d’un détermi- 
nant cramérien (1), mais cette règle a le défaut d'exiger des calculs qui peuvent 
se compliquer notablement à mesure que le rang du terme dont on cherche le si- 
gne, augmente dans la fonction cramérienne, et nous ne voyons pas que l’on ait, 
jusqu'a présent, donné la Jot de succession des signes qui affectent les différents 
termes d'une telle fonction formée d'aprés le procédé combinatoire que les géo- 
mètres connaissent et que nous jugeons à propos de rappeler en tête de ce mé- 
moire. Notre travail dont tous les développements ne renferment que des consi- 
dérations extrêmement simples, a sourtout pour objet d'indiquer cette loi, que nous 
appellerons Règle des signes dans les déterminants, et qui nous parait trés-im- 
portante en ce qu’elle apporte un certain perfectionnement fondamental à une 
théorie destinée à opérer de grands changements dans les sciences mathématiques 
et que les Analystes modernes se sont plu à enrichir. Nous donnerons aussi une 
règle généralement beaucoup plus simple que celle de M. M. Reiss et Cantor, et 
conduisant au même but que cette dernière. 


OC 
PROCÉDÉ COMBINATOIRE 


Pour former toutes les permutations des n premiers nombres. 
Designons, d'une manière générale, par 
k k, ka I 0: CT MOT Fe k, Kızı OO; PN 4 


une permutation quelconque p des n nombres 


I 


1, 2, do . . . » . 9 n — 1, n, 





(1) Les détérminants cramériens ont aussi été appelés résultantes algébriques par Laplace. Cette der- 
nière dénomination a été fréquemment employée aussi par Cauchy. 


Tom. IV N° 5. 1861. 30 
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différente de la permutation 
il, 72 ss 1, n ww 2, . . e Ce 9 4, 35 2, 1, 


dans laquelle les 7 nombres en question sont rangés dans l’ordre ascendant à par- 
tir de la droite; et supposons qu’en allant de droite à gauche, les nombres &,, k,,_, ,--- 
soient rangés dans l’ordre ascendant jusqu'a A, exclusivement, c’est-à-dire qu'on ait 
foi < KS “cai Fes cs Rie A Ahi A Kine et k; wale Jie 

Si dans la permutation p, on remplace A, par le plus petit des (2—i) nom- 

bres 
itr DONNE eo feet Ges 
qui surpasse k;, et que nous designerons par 4,,,; si de plus, on écrit à la droite 
de 
Km, Pie ieee pd dees Js AU) 

les (2 — i) nombres qui se trouvent dans la permutation p et qui ne se trouvent 
pas dans la suite (1), de manière qu’ils soient dans l’ordre ascendant en allant de 
gauche à droite, on aura une permutation que nous désignerons par la dénomi- 
nation de permutation normale de p. 


Maintenant , pour former toutes les permutations possibles (lesquelles sont au 
nombre des 7! (1)) de zz nombres 


4, 2, 35 4, e è. » Cary = n, 


il suflit de former la permutation p, de ces nombres rangés dans I’ ordre ascen- 
dant a partir de la gauche, et 


P2 étant la permutation normale de p,; 
Det x. CIE PRE RARE 
0g MR EME Se sun 
feet Celle. Seen LES PET 


les 2! permutations pi; Po» P3, Py» + + + » Pn! ainsi obtenues, sont toutes les 
permutations cherchées. 
La permutation p,! n'est autre que la permutation des n nombres 1, 2, 3, 


, n rangés dans l'ordre ascendant à partir de la droite (2). 








(1) Nous employons ici la notation de Kramp pour désigner le produit 1.2.3... n. 
_ (2) Le procédé combinatoire que nous venons d’indiquer peut évidemment s’appliquer à n nombres 
inégaux quelconques. 
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NOTATIONS. 


1° Nous designerons par p, la permutation (1, 2, 3, . . . , é—1,t) des ¢ pre- 
miers nombres de la suite naturelle, et, généralement, par p„ la (m—1)""° per- 
mutation des mêmes nombres, que l’on déduit de p, par le procédé combinatoire 
indiqué précédemment. 

2° Nous considèrerons les deux déterminants 


I 
A—È in 12,9 13,3 +. Ann) A= 2 (a, 25,2, 43,3 °°. Ann) 
le premier formé avec les n? éléments 
sy td {ok tad re to Cage A 
CONTO Deed nage er Ares re 


3,1 @3,2 @3,3 + + + + An 


An,ı In, An,3 + + + + ln) 


et le second avec ces mêmes éléments après y avoir supprimé la derniere ligne 
horizontale et la dernière colonne verticale. 

De plus, nous désignerons, d’une manière générale, le m'*° terme (abstraction 
faite de son signe) de chacun de ces déterminants, par P,, (1), ce terme étant celui 
qui correspond à la permutation p,, des m seconds indices 1, 2, 3, . . , 72, ou 
bien des (2 —1) seconds indices 1, 2, 3, . . . , m—1, selon qu'il s’agit de A ou 
de A’. 

RO et as aps a Parnes Passe étant , conformement, à 
ce qui vient d'être dit, six termes consécutifs de l’un ou l’autre des deux deter- 
minants A, A’ (2), nous désignerons le polynome 


ion ur pe For De n Porgy P45 — Parse 


par f, (A) ou par f,_1(4), selon qu'il sera composé avec-des termes de A ou avec 
des termes de A’. 


3. 
Lemme 1. Si Von désigne par « l’un quelconque des nombres 1, 2,3, ...,2—1, 


par © le produit (7 —1)!, et par A, ce que devient A’ exprimé au moyen des 
produits P,, P,, .… , P,, lorsqu on y augmente tous les indices 4, 3, 3,..., © 





(1) On sait que dans A et A’, le premier terme P,, est affecté du signe +. 
(2) Relativement au nombre entier positif k, onak=3(4.5....n — 1) ou bien k $3 [4.5...(n—1)—1 ], 
selon que les termes Pox+1 , P2%+2, - . . „ Pax+s , appartiennent tous a A ou tous a A’. 
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de ces produits, de la quantité a», on aura 
(A)... . A—A'— A, +A Nat... A nno » 


pourvu que dans le second membre de cette égalité, on fasse signifier a P,, P,, 
., P,!, la même chose que dans le détérminant A. 
Démonstration. D'après le procédé combinatoire employé pour former toutes 
les permutations successives Py, 723 P33 + + + » Pat des n nombres 1,2,2,..., 7, 
on voit immédiatement qu'on a 
Pa —— (1, I, (fra the lh = ws ….. 4, 35 2), 
et par suite 
Post = (25 15 35 4, 0, R—2, N —1,n). 
De même 
Pro = (nn —1, Nn—2,...., 43,1), 
Pour = (3, 1, 2,45 SOI MA n ‘ad 1,72); & &. 
et, en général, 


Pau = (& My W— A, N—2y 000, 1, A—A, «.. , 3,2, 1), 
Presper = (ts 1) 2 3e... A— Ay à, A 2,...., 02, N—I, N). 
Or, le passage de p, à ps, est exprimé par les (a —x) groupes (1) 
(1, LARA, Oy A— 1, A— 2 000 544,352), (a2), (X43), (X44), n (2 —2), (2 —1), (72), 


et par conséquent , les deux permutations p,, px, sont de la mème classe ou 
d'une classe différente (2), selon que n —(n—a)=« est un nombre pair ou un 
nombre impair; ou, en d’autres termes, comme dans le déterminant A le produit 
P, est affecté du signe +, le produit P,,,,, est affecté, dans ce même determi- 
nant, du signe + ou du signe —, selon que « est un nombre pair ou un nom- 
bre impair. 

De ce que nous venons de dire, et en remarquant que les permutations 


Pau+2 9 Pacd3 9 + + + + + + + 9 Parıyaı 


se deduisent de p,,+, de la même manière (c’ est-a-dire par des transformations 
identiques) que les permutations 


Pa Piglia u as se 


se déduisent de p,, on conclut immédiatement que le lemme énoncé est vrai. 
Lemme 2. Le déterminant A peut s'exprimer sous la forme d’un polynome dont 


(1) Exercices d'Analyse et de physique mathém. de Cauchy, t. II, p. 145; 1841. 
(2) Exercices d'analyse et de physique mathém. de Cauchy, t. Il, p. 146; 1841. 
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chaque terme est la quantité f, (A) affectée du signe + ou du signe —, en y 
substituant toutefois une valeur convenable pour X. 

Demonstration. Car, il résulte immédiatement de légalité (A), que si cette 
propriété a lieu pour A’, elle a licu aussi pour A. Or, on vérifie aisément que 
pour z= 4, on a A = f (0); donc &... 

Scolie. Nous considérerons , dans la suite de ce § 3, les déterminants A, A’ 
comme deux polynomes dont chaque terme est la quantité f, (k) ou f,_, (k) (selon 
qu'il s’agit de A ou de A) affectée du signe + ou du signe —, en y substi— 
tuant toutefois une valeur convenable pour Ak. De plus, nous supposerons que les 
termes dans chacun de ces deux polynomes, sont rangés de telle sorte que les va- 
leurs substituées a la place de A, s’y trouvent dans l’ordre ascendant en allant 
de gauche a droite: lorsqu'il en est ainsi, l'égalité (A) montre immédiatement que 
la valeur de A dans le terme de rang m de l'un quelconque des déterminants A, 
A’, est égale à 3 (m—41), et que ce terme ne change pas de signe dans le cas où 
n vient à augmenter (1). 

Lemme 3. Le dernier terme du déterminant A est positif ou négatif, selon qu'on 
a ou non l’une des deux égalités 


® ® 
n=4-+2, n —4—1 (2). 

Demonstration. Car le déterminant A, pour 2 = 3, étant exprimé par + f:0); 
il résulte de la relation (A), que le dernier terme de ce déterminant est négatif 
pour 2 =4 et pour 2 —5, positif pour n =6 et pour n —7, négatif pour 
n — 8 et pour zm —9, &.... Donc &.... 

e 

Notation. A étant un nombre entier de la forme 4 + 1, si £ est un autre nom- 
bre entier au moins egal a 4, tel que A — 1 soit divisible par 4. 3. 6... £, et non 
par 4. 5. 6....(£ +1), nous dirons que À est de la forme ©, lorsqu’ on aura 

e e 


l'une ou l’autre des deux égalités £—4, t=4+1. 

Théorème 1. Dans le déterminant A, un terme quelconque de rang 7 (3) est 
de même signe ou de signe contraire à celui qui le précède immédiatement, selon 
que r est ou nest pas de la forme ©. 

Demonstration. Dans le déterminant A', désignons par © le nombre des termes 
tels que chacun a même signe que celui qui le précède immédiatement , et par 





(1) Dans ce qui va suivre, nous nous conformerons à la convention généralement adoptée par les ana- 
lystes, c'est-à-dire que dans le polynome A nous dirons 1° qu’un terme est positif ou négatif, selon qu'il 
est de la forme + f, (k) ou — fy (k)}, et 2° que deux termes sont de même signe ou de signes con- 
traires, selon qu'ils sont tous deux ou non de la même de ces deux formes précédentes. 

(2) Nous fesons usage ici de la notation de Leibniz pour indiquer un multiple quelconque d'un nom- 
bre, et qui consiste à placer un point au-dessus de ce nombre. 

(3) Nous supposerons toujours les termes d’un polynome comptés à partir de la gauche. 
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R,, R,, R3, . . . , R, les rangs de ces termes. Soit x un nombre variable su- 
sceptible de ne recevoir que les » valeurs différentes 2, 2, 3, . . . , ©. 

Si l’on remarque que dans l'égalité (A), les  polynomes A’, As, Ay: + +, 
(7. — 1)! 





A’; composés chacun de termes, sont alternativement précédés du si- 


ae 


one + et du signe —, on en conclut immédiatement, en représentant par A et 


k' deux nombres entiers pouvant varier en restant assujettis aux relations 0 


< < “4s , . 
k ~n—1, 0<k' ~n—41, que la condition nécessaire et suflisante pour qu'un ter- 


me de A ait méme signe que le précédent, est que son rang soit une valeur de 
expression 
k. 4.5.6....(u—1) +R, , 


ou bien, de Pune des deux expressions 


k. 4.5.6... .(n—1)+R,, 
k'.4.5. 6... .(n—1)+1, 


selon que le dernier terme de A’ est positif ou négatif. 

Cela posé, le déterminant A, pour le cas de nm — 3, étant exprimé, comme 
nous savons, par + f3 (0), on peut très-facilement vérifier, par suite de ce que 
nous venons de dire, que le théoreme énoncé est vrai pour ce même déterminant 
en y supposant que 7 ne dépasse pas, si l’on veut, 7 (1), c’est pourquoi il nous 
suffit, en admettant ce théorème vrai pour A', de démontrer qu'il l’est aussi pour A. 

Or, R, représentant l’un des nombres R,, R,, Rz, . . . , Ru, si ce nombre 
est de la forme ©, nous savons que R, — 1 est divisible par un produit tel que 
4. 5. 6. . . . €, Sans l'être par 4. 5. 6. . . . (£ + 1), £ étant un nombre entier 
de l’une ou l’autre des deux formes 

e 


e 
4; 4 + 1. 
al 


De plus, comme 4. 5. 6. n—1) est le rang du dernier terme de A’, on a 
R, <4. 5. 6... (n—1) et à fortion R,—1<4.5.6.... (rm —1), 


d'où il suit que le produit 4. 5. 6. . . (2 — 1) est divisible par 4. 5. 6... # et 
même par 4. 5. 6. . . (+1), et que par conséquent le nombre 


k. 4. 5.6 . . (n—1) +R, —1 





(1) Nous supposons qu’on vérifie le théorème pour le déterminant A en y donnant successivement à » 
toutes les valeurs qui ne dépassent pas 7, parceque c’est surtout lorsque ce nombre n atteint cette va- 
leur, que la loi posée dans l’énoncé du théorème dont nous établissons la démonstration , commence à 
devenir bien évidente. 
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jouit de la propriété d'être divisible par 4. 5. 6. . . ¢, sans l’être par 4. 5. 6.. 
(£ + 1). 
Ainsi, nous pouvons conclure que toute valeur de 


k. 4. 5. 6... (2 — 141) +R, 


est de la forme ©, soit que cette expression se rapporte au cas où le dernier ter- 
me de A’ est positif, soit quelle se rapporte au cas où ce dernier terme est né- 
gatif. 

Lorsque le dernier terme de A’ est négatif, on sait (lemme 3) que l’on a 


® ® 
n—1=4 ou R—1—4 +1, 


et parconséquent, dans ce cas, toute valeur de 
IRRE en) AE 


est aussi de la forme ©. 
Donc &.... 


Observation. Dans la démonstration précédente, nous avons supposé n7 6, car 


nous avons admis que dans A’ il y avait des termes de même signe que le pré- 
cédent , ce qui n'a lieu que pour les déterminants dont le nombre des éléments 
est au moins égal a 5°, ainsi que le montre I’ égalité (A). Lorsque n = 4, cette 
égalité donne 


A= fi, (0) — fi, (3) + fy (6) — 4 (0). 

Théorème 2. Si l’on désigne par T, et T, deux termes du déterminant A dont 
les rangs respectifs sont 4 (À — 1) + 1 et 4A4-+1, À étant un nombre entier, ces 
deux termes sont de signes contraires ou de même signe, selon que 41 + 1 est ou 
n'est pas de la forme 0. 

Démonstration. Designons par Ti, T', T les termes de A dont les rangs re- 
spectifs sont 

4A(A——1) +2, 4(A—1) +3, 4A, 


et considérons les deux cas suivants: 
1. Cas. Si (4 +1) est de la forme ©, les signes des termes 
I Il II : 
Lives rel Gere RE Age 

sont respectivement (théoreme 1.) 

+. — + — — 
CHIENS. . : 

ao aie — + +, 


c'est-à-dire que T, et T, sont de signes contraires. 
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2. Cas. Si (42 +1) n'est pas de la forme ©, les signes des termes 
ik, 4 à ik: (TE T, 
sont respectivement (théorème 1.) 
+ — + — + 
ou bien 
— +. — + —; 
c’est-d-dire que T, et T, sont de même signe. Donc &... 

Corollaire. Si Yon désigne par T, et T, deux termes du déterminant A, dont 
les rangs respectifs sont (4% +1) et (4L + 1), A et L étant des nombres entiers 
liés entre eux par la relation A<L, et par m (1) la quantité des nombres de la 
forme 0 à la fois plus grands que (4% + 1) et non supérieurs à (AL-+1), les deux 
termes T, et T, sont de même signe ou de signes contraires, selon que m est 
pair ou impair. 

Lemme 4. Si Yon désigne par m et m‘ deux nombres entiers positifs tels que 


Von ait 


4 ia m<m, 


par L un nombre entier positif quelconque, et par M le nombre des multiples du 
produit 
TS pee er. 
compris dans la suite des multiples de 4, depuis 4 jusqu’a 4L inclusivement, la par- 
tie entiere du quotient 
M 
(m +1) (m+2).....m 





sera le nombre des multiples du produit 
A thc Ge aes ZII 


compris dans cette méme suite. 

Cette propriété arithmétique est connue, c'est pourquoi nous ne la démontre- 
rons pas. Au reste, la démonstration en est très-facile. 

Théorème 3. Si Yon désigne par T le terme du déterminant A qui occupe le 
rang (4 L + 1), L étant un nombre entier nécessairement moindre que le produit 
5. 6... .7, par r un terme quelconque de la progression arithmétique et illimitée 


LOS Pee AS TT RESTE fo al (1) 





(1) Les nombres À et m peuvent être nuls; zéro est considéré comme nombre pair. 
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et par À,, A, , A,., respectivement les parties entières des quotients 
L A, Au 
aes i | PES Le St Se ee et Cae cae | 
1 (r+ 4) (+5 (r+ 6) (r+ 7) 


le terme T est positif ou négatif, selon que la somme 
(A, — Ax) + (As — As) + (Ag — Ag) +... + (A,—A,) +... (2) 


est un nombre pair ou un nombre impair. 
Demonstration. Considérons les deux suites 





4 4.2 AVE RO SITI (3) 
5 9 CIONI AFRO AO EIA (4) 


la premiére composée de tous les multiples de 4, depuis 4 jusqu'a 4 L inclusive- 
ment, et la seconde de ces mêmes multiples augmentés chacun d’une unité. 

D'après le lemme 4, A, et A, sont respectivement les nombres des multiples 
des produits 


ALS GI ira) (5) 
AIG. (Sh) (6) 


contenus dans la suite (3), d’où il résulte que la difference A,— A, est le nombre 
des multiples du produit (5) contenus dans la suite (3), et qui ne sont pas mul- 
tiples du produit (6). 

Or, r étant un terme quelconque de la progression (1), on a 


e ® 
r-3 =4, r+HA= 4-1, 
et par conséquent, en désignant”, d’une manière générale, par N, le nombre des 
termes de la suite (4), qui étant de la forme @, sont tels que chacun d’ eux di- 
minué d’une unité, soit multiple du produit 4. 5. 6. . . ¢, sans être divisible par 
le produit 4. 5. 6. . . (é + 1), il vient la relation générale 


A, — Aw = N,.3 + Nr 9 

de laquelle on tire | 
(A, — À )+ (A5 —A 5) + (Ag Ab) +. NN) + (NN) + (No + N13) + 

Cette dernière relation montre que l'expression (2) n’est autre que le nombre des 
termes de la suite (4) qui sont de la forme ©, et en se reportant au corollaire du 
théorème 2, on conclut immédiatement que le théorème que nous» nous sommes 
proposé de démontrer, est vrai. 

Donc &... 

Observation. Lorsque, pour reconnaitre quel est le signe de T, on appliquera 

Tom. IV. N° 5. 1861. 31 


242 ANNALI DI MATEMATICA 
le théorème précédent, il conviendra , afin d'obtenir plus facilement les nombres 


Alon 


A, 
+4 
De plus, lorsque pour une certaine valeur de r, on aura trouvé A,=0, on sera 





par (r+ 5). 


„7, par exemple A,', de diviser la partie entière du quotient 


assuré que A, =0, et de même, lorsqu'on aura trouvé A,’ =0, on sera certain 
que AC = 0. 

Scolie. Le théorème précédent conduit immédiatement à la détermination du 
signe d’un terme de rang quelconque d’un déterminant. Ainsi, par exemple, sup- 
posons qu'on demande le signe du 594967! terme (le nombre des éléments du dé- 
terminant est au moins égal 4 107): 

Je commence par diviser 594967 par 4, ce qui me donne le quotient 148741 avec 
le reste 3, et je cherche ensuite le signe du 5949651" (== 4. 148741 + 1) terme. 


3 ER A, = 148741, Ar = 88, 
Pour cela, j obtiens i 
A’, = 4958, A’; = 0; 
d'où il suit que le 594965! terme est négatif, et parconséquent (théorème 1.) le 

594967" est aussi négatif. 
Les calculs extrêmement simples que l’ on effectue ainsi pour arriver à con- 
I Ì 
R = ve . , ? , : 
naitre a priori le signe d un terme de rang quelconque d’un déterminant, peu- 
vent être simplifiés en remarquant qu'il suffit de connaître si le chiffre des uni- 
tés de l'expression (2) du théorème 3, est pair ou impair. 


§ IV. 
Des propriétés établies précédemment et relatives au déterminant A considéré 
comme un polynome dont chaque terme est de la forme + f, (4) ou — f, (A), 


on peut tirer immédiatement les conséquences suivantes concernant ce mème de- 
terminant mis sous la forme ordinaire: 


Règle des signes dans les determinants crameriens. 


Pour exprimer le déterminant A sous la forme d’un polynome dont les diffé- 
rents termes, abstraction faite de leurs signes, soient les produits P,, P,, P3,..., 
P,', on placera tous ces produits à la suite les uns des autres sur une même li- 
gne horizontale, de manière que les indices 1, 2, 3,....,7! qui affectent la let- 
tre P, y soient dans l’ordre ascendant en allant de gauche à droite, et l’on con- 
sidèrera les produits P,, P3,..., P,r_, comme groupés deux à deux, de manière 
que P, et P3 forment le premier groupe, P, et P; le second, &.., et en général 
Pen et Pon, le me, On donnera ensuite a P; le signe 4-5 a7 Rj et Py le si 
ene —, a P, et Ps le signe +, et en général aux deux termes P,,,, P., + d'un 


PURA ED APPLICATA. 243 
même groupe le signe + si le dernier terme P,,_, du groupe précédent a recu 
le signe —, ou le signe — si ce dernier terme a reçu le signe +, en ayant 
soin de n’observer cette règle qu'a l'égard de P,, lorsque (51) est de la forme 
©, car alors on donnera à P,,,,, un signe contraire a celui de P,,,. 

Quant au dernier terme P,1 du déterminant, on lui donnera un signe contraire 


a celui de P,!_,. 
N % / tà 
hegle generale 
Pour obtenir à priori le signe d’un terme de rang quelconque dans les déterminants cramériens. 


Pour obtenir le signe qui affecte le produit P,, dans le déterminant A, on cher- 
chera, d'abord, le plus grand multiple «.6 de 6, tel qu'on ait 


puis considérant A comme un polynome dont le terme de rang (r-+-1) est + f,(gr) ou 
-f,(3r), on déterminera, d’apres la règle donnée ci-dessus (scolie du théorème 3.), le 
signe du terme T de ce polynome, qui y occupe le rang (441), et ce signe sera 
ou non celui de P,, selon que la différence (m—e.6) égalera ou non l’un des trois 
nombres 1, A, 5. 

Application. Supposons m = 3569798. On trouve 


a = 594966, m—a.6—2. 


Comme le signe de T a déja été déterminé précédemment (scolie du theore- 
me 3.) et qu'il est —, nous concluons de suite que + est celui de P,,. 

Observation. On peut voir sans peine que la régle précédente est, en prati- 
que, généralement beaucoup plus simple que celle de MM. Reiss et Cantor: cette 
dernière exige, comme l'on sait, de mettre le nombre m sous la forme 


AA] + A, [Ra] + A, [a —a) +... BA [A —d! 


CR id S Pas 
h désignant le plus grand nombre entier qui donne A! © m,etk,,k,,4k,,..,4k,, 


d’autres nombres entiers satisfaisant aux relations 


DT iv CV MN er 0 ma SE MOSS 4 io 
et selon que la somme 
pr et) TT 
Pm ly RE CRAMER, ore re ee A ce 


2 


est paire ou impaire, le terme de rang m dans A est + P,, ou — P,,. 
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Si on applique cette règle à l'exemple précédent, on trouve 
3569798 = 9 [9!] + 7 [s!] + 4 [rt] + 2 [6!] + à [at] + 2 [st] + 1 [al], 
et comme la somme 


3:8 
PS PR IE Bl a te 


est paire, le 3569798*"° terme de A (netant = 10) est positif. 


Supplement au Mémoire precedent; 
Par le Père Le Cointe, S. J. 


Nous conserverons ici les notations dont nous avons fait usage au théorème 3. 
du § IN, et dans la seconde règle du § IV. 
Si l’on désigne par A le plus grand nombre entier positif qui donne 


h! < m, 


il est évident que le nombre m peut s’écrire sous la forme 

m=k,[h!|--4, [(a—1)! J+ os -+k,_,[4!]++-A,_3[3!]+-A,-2[2!]+4,_, ary 
ko kis + +3 Kings Kiss Ana, Any étant des nombres entiers positifs tels que l’on 
ait 


Dee 0 


On a 

Ko {4.5.0 A] +A, [4-56 (k—1))+ oh, [4] + hs = à +1, 
ou bien 

k,[4.3..h] +k, [4.5... (2—1)] + + kif] +k, 3+ 1 = a +4, 
selon que les deux nombres A,_, et A,_, sont ou ne sont pas tous deux nuls. 

Dans le premier cas, on a 
m —a.6 == 6, 

et dans le second 


m—a.6 =—2 ky Le Are a 


De plus, dans l’un quelconque de ces deux cas, on voit de suite que l'on a 
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À, == ses 5 + ka 5 AN ea ky 7+ 4; 6, 
Ar = 9 —— ki, JE kiss As a 2 + A. 11 + Ko 5 


® . 
Ay = 2+ &n-13-13 + lin, Ag =2+ kg 15 + ki, 


et généralement 


A, = 2 + kn, (r+ 4) + ka A, = ce Kr: (r + 6) + Kl. (1); 
d'où il résulte que la différence 
A, — A; 
est paire ou impaire, selon que l’expression 
(kin + lis) — (kiss + 4,6) 


est elle-même un nombre pair ou un nombre impair. 

Si l’on rapproche ce que nous venons de dire, du théorème 3. du $ HI , et 
de la seconde règle du $ IV, on peut immédiatement conclure une nouvelle re- 
gle pour déterminer le signe du m**™* terme du déterminant A mis sous la forme 
d’un polynome dont les termes, abstraction faite de leurs signes, sont les produits 
P,, P,, P3,...; cette règle peut s’enoncer de la manière suivante: 

Le m'" terme du déterminant A est + P, ou — P,, selon que l'expression 


ns + Ais) — is + Anz) + (hig + Big) — (Kio + Ain) + (1) 


est un nombre pair ou un nombre impair, pourvu toutefois que la quantité 
2 ki, + k,_, Soit égale à l’un des nombres 1, 4, 5, et si cette condition n’a pas 
lieu, la règle doit être énoncée comme il suit: 

Le mn" terme du déterminant A est — P,, ou + P 
sion (1) est un nombre pair ou un nombre impair. 

Observation. Si Von observe que dans la régle précédente, on peut remplacer 
l'expression (1), par ce qu’ elle devient en y changeant les signes — en + , on 
aura une regle qui sera a peu pres identique a celle de M.M. Reiss et Cantor. 
C'est du reste, en cherchant à déduire cette dernière des résultats obtenus dans 
notre Mémoire, que nous sommes parvenu à la nouvelle règle qui vient d’être établie. 


selon que I expres- 


m 9 


Toulouse, 29 novembre 1861. 





(4) Les multiples de 2 qui figurent dans ces expressions de A,, A,’, A;, A;', .... peuvent être nuls. 
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Note relative 


Aux nombres de la forme ©, dont il est question dans le mémoire précédent. 


x étant un terme quelconque de l’une des deux progressions arithmétiques et 


illimitées 
4 8 42 16 20 


5 9 13 17 ge ese SE 
si l'on désigne par y un nombre entier positif quelconque non multiple de (x-+1), 


toute valeur de 
A253, PT UE (1) 


est un nombre de la forme © , et réciproquement tout nombre de cette forme 
est une des valeurs que peut ainsi acquérir l'expression (1). 


RAR eee 
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SUR LA MULTIPLICATION 
DES NOMBRES CONGRUENTS 
LETTRE 


ADRESSEE A’ MONSIEUR LE PRINCE DON BALTHASAR BONCOMPAGNI 
PAR M. F. WOEPCKE 


MEMBRE CORRESPONDANT DE L’ACADÉMIE PONTIFICALE DES NUOVI LINCEI 


nn. OO ESS 


Monsieur le Prince , 


Faisant allusion à un théorème que j'ai énoncé, il y a quelque temps, vous 
m'avez fait l'honneur de m'adresser, dans votre dernière lettre, une question à 
laquelle je m’empresse de répondre. 

Le théorème énoncé était celui-ci: étant donné un nombre congruent, on peut 
toujours trouver un autre nombre congruent tel que le double produit des deux 
nombres congruents soit de nouveau un nombre congruent. 

Le problème que vous me proposez actuellement est le suivant : 

Étant donné un nombre congruent, trouver un autre nombre congruent tel 
que le produit simple des deux nombres congruents soit de nouveau un 
nombre congruent. 

Je dois entrer à ce sujet dans quelques développements que je diviserai en 
paragraphes. 

i 

Je mentionnerai, tout à l’heure, une manière de résoudre le probleme propose 
au moyen des tables des triangles rectangles numériques et des nombres congruents, 
qui est peut-être la plus facile en pratique. Mais auparavant j indiquerai des so- 
lutions directes pour quelques cas particulicrs assez étendus. Je ferai abstraction, 
dans les considérations relatives à ces cas,'des facteurs quadratiques des nombres 
congruents. 

1° Si le nombre congruent donné est formé au moyen de deux nombres a, 6 

qui satisfont a la condition 
2a°- b°= c°, 
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on aura 
ab(a’— b°) x ac(a°- c°)= bc . a°.(b°c°- a), 
2° Si a,b satisfont a la condition 
ob’ a°= d’, 
on aura 
ab(a’- D?) x bd(b°- d’) = b’. ad.(b'- a°d°). 
3° Si le nombre donné est formé au moyen de deux nombres dont le rapport 
r satisfait à la condition 
r'-ar’- sr + 9 = w° 


on aura 


( ak (r —1) == w 2(r — 1) -r’+ 3 = w 2 
 - — — ee L— D nn nn 


r 


2(r — 1) ~(r -1)== w)) 2 — r°+3= w 


relation que l'on vérifie aisément au moyen de quelques transformations. Par con- 
sequent un nombre congruent formé au moyen de deux nombres dont le rapport 
= (r = 1) = w rn 5 Te 
est TRE produira, lorsqu'on le multiplie par le nombre congruent pro- 
Ar — 1 
posé, un nombre congruent formé au moyen de deux nombres dont le rapport 


= 
lo MP 








est x . J'ai à peine besoin d'ajouter que la forme À — 2 Où À est un 
nombre rationnel Es représente toujours un nombre congruent, parce que 
Pood 1 ca ade; A 
(2-2 Spi 3 4pg(p—gq) 
Erde PET, 
Exemple : 
11 104 —(r—-1) = w 5 7 -r+3=w 5 11 
r=—,Ww=— + as = a, eee 
as I 2(r — 1) 6” 2° 9° 4? 


2 
ie a\TS "6 5 9 11 J\/0 m ne 
PRUA Valy A Tee Mgt OETA et ET 


4° Si le nombre donné est formé au moyen de deux nombres dont le rapport 
r satisfait à la condition 
or*— 20r°— 2r°+ 207 + 9 = w’, 
on aura 


(-) 


relation aisée a vérifier. Par conséquent , si on multiplie le nombre congruent 


Bam A eee] e ee SS e nn ve 


2(r— 1)(2r +1) r°-4r-1=+%w) -3r°+2r +3==w 2(2r + 1) 
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proposé, par un nombre congruent formé au moyen de deux nombres dont le rap- 
2 
4-12 W 


port est ——_——___—_—- 
2(r — 1)(2r + 4) 


, on obtiendra un nombre congruent formé au moyen de 


2(27 + 1) 





deux nombres dont le rapport est 2 
-3r +27 +3 += W 


Exemple : 


7 20 r-4ir-i1m=w MORE! 2(2r + 1) AE 
Pet, Wey tn te C= - +45 
9 9° ar —1)(2r + 1) 2 4 -3r+2r +3 mw 
( Vi OF Viet. SES ON AR 11 
PODCAST MA ETC) PAT TAUIRET DA 
LE AC OF NS 
Dans les exemples précédents les rapports al pee eh lps Ont de la forme 
3 wires 
277. +1 


-——, tandis que nous avons supposé, dans l'origine, que le nombre congruent 
MA 


est formé avec deux nombres dont l’un est pair et l’autre impair. Mais deux nom- 
bres a et 5 donnent toujours lieu au même nombre congruent (au facteur qua- 





È 7 am +1 
dratique 4 près) que a+b et a-b. On peut donc remplacer le rapport 
on +1 
m+n+i R QUE a 
par le rapport ————— , dont le numérateur est toujours pair si le dénomina- 
—n 


teur est impair, et réciproquement. 
Remplacant d'une manière semblable, dans les expressions générales ci-dessus 








a+ a—b 
trouvées, le rapport 7 par le rapport Fall 100 obtient 
{- (r -1) = wh + far -1)} _-r+3==w 
{_ (r—1) == wt — {ale a) 2 
Fr ar —1 = wh — Salr- ı)(ar + 1)} 2(2r + 1) 
ir gr —1 == wh + fa(r — 1)(2r + 4)! —3or+er+3 == Ww 


li résulte de la que la solution qui correspond, dans chacun des deux cas 3° 
et 4°, au signe positif de w, donne lieu aux mêmes nombres congruents primitifs 
que la solution qui correspond au signe négatif, et que les deux solutions se dis- 
tinguent proprement en ceci, qu'elles résolvent respectivement les deux problèmes 
de multiplier ou de diviser un nombre congruent donné par un autre nombre 
congruent tel quil en résulte de nouveau un nombre congruent. Mais ces deux 
problèmes ne sont pas essentiellement différents l’un de l’autre ; car si l’on a 


k.K=K,, on aura aussi 
de mes 
k : K TK . K, , 
ce qui est un nombre congruent dérivé de K, 
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15° Designant par x, y les cathètes, et par 2 l'hypoténuse d’un triangle rectangle 
numérique, si le nombre congruent proposé k est le double d’un nombre congruent 
de la forme 2xy, le produit de Æ par le nombre congruent mee DI sera un nom- 
bre congruent; si A = 22a, k.zy et k.(z’+ x”) seront des nombres congruents; si 
k=22y, k.zx et k.(z’+ y°) seront des nombres congruents; si #=2(x°—y?), k.2xy 
sera un nombre congruent. C’est ainsi que les produits 30. 161, 910. 65, 910. 8194, 
110. 65, 110. 17561, 14. 6 seront des nombres congruents. 


2 


Il est évident que le probleme proposé aura toujours une solution lorsque le 
nombre congruent donné & peut être considéré comme le double de la cathete 
d’un triangle rectangle numérique dont l’autre cathète est un nombre congruent. 
Cela résulte immédiatement de ce que le double produit des deux cathètes d’un 
triangle rectangle numérique est toujours un nombre congruent. 

Mais il est aisé de voir, en outre, que cette nouvelle forme du problème est 
équivalente a la première; parce que, toutes les fois que A multiplié par un nom- 
bre congruent K est égal à un troisième nombre congruent, on pourra considérer 
k comme le double de la cathète d’un triangle rectangle numérique dont l’autre 
cathète est un nombre congruent. 

En effet, si 





4) AsK= Pa deb Dial 


on ne saurait décomposer le second membre en deux facteurs d’une maniere plus 


, , ’ , x 
générale qu'en le posant égal à 


on pourra donc faire 
k = — Le , K == de ve 2 2). 
2 q 208 | rg (x ß ); 


or, en posant 
f ! 
Bee 


on aura 
| ! 2 


Ne =) i Ana RENTE . 
Le k, Ak 6) aß; 


2 
Ken = 
mais, si K est un nombre congruent, — K est pareillement un nombre congruent; 
s 


de sorte que, si l’équation 1) a lieu, A est égal au double de la cathète d’un 
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triangle rectangle numérique dont l’autre cathete est un nombre congruent. 
Appliquant cela aux six premiers nombres congruents suivant l’ordre, on ob- 
tient, au moyen des tables des triangles rectangles et des nombres congruents 
que j'ai jointes à une note publiée dans les Annali di matematica pura ed ap- 
plicata (T. HI. N°4. Nota sopra la teorica dei numeri congrui), les solutions sui- 
vantes : 5. 6= 30, 5. 14 = 70, 6. 14 = 2°. 21, 6. 390 = 6°. 65, 7.30= 210, 7. 390 = 2730, 
13. 330 = 4290, 14. 39 = 546,- 15. 119 = 1785, etc. etc. 


9. 


Si l'on veut résoudre par les tables le problème inverse, c’est-à-dire si, ayant 
trouvé, au moyen des tables, deux nombres congruents K et K, qui ul avec 
le nombre congruent donné Ak à l’équation 


k.K=K,, 


on desire trouver un triangle rectangle numerique dont une cathète soit la moitié 
de k tandis que l’autre cathète est un nombre congruent: il faut d’abord savoir 
comment on mettra K, sous la forme 


le). 


C'est ce qui est indiqué par la colonne a laquelle le nombre K, appartient, 
et je vais enumerer une a une les manières de déterminer p, g, « et ß, surtout 
parce que je pense que cette indication peut être utile aussi pour d'autres ques- 


tions. 
2 


: pi 
7 SÌ K,=2%Y.G, ona 
P=Ps g=v, =a, p=b 
où les nombres a et d sont ceux au moyen desquels est forme le triangle rectan- 
Plier ray yz; de sorte que Den babi 2=a + bi. 
2 
3% a 

2° Si K,=2x. 5; on a 
v 
P=h Gg =D, a=z, B= x. 

2 


5 b 
3° Si K, = ZY. = on a 


p=b Q=2X, a=2,ß=Y. 


pe 


ARRETE: dy") > ona 


1 


P = by J =MXLYS; a=3°, B= = (£°-y). 


292 ANNALI DI MATEMATICA 
5. SILK, = (s+ 2x) = ‚ona 
p=u g=wayz, = 24+ 2", PHL. 


,0 LI Ce => „2 ni 
6° Si K, = (2+ 7) =, on a 
p=u, Gere, H=247, P= x. 
sia ae Eee nor 
rh sik, = [( - )+e co 52? on a 
Z+X\° à SH EN x x 
pesto AG I )-e-=]- a= ( ; ) 6-0, Ber" 
8° 81 Ke | «+ a+ (= Je on a 
a {2- nana A 
Pe [ (+x 2 janes +( sort hee 


> 


9° Si K,= [25° — (x +7 — 22) “> ona 
v 




















PRES (e-Mae+y — 2) 2 [x +y — 2) 24), à =[(x +7-2+ #7, 
B=(x-7) * [23° — (x +. — 22) ]. 


2 
10° Si K=[(x + y + 22) — 22°] ona 
v 


p=w g=8 (2-9) (c+y+2)2[(2+y +2!)-2'], a= f(x + y +2) +2], 
B= (x —y) [(x +7 + 22)’ — 22°]. 


2 


1° Si K= == [(2—y — 22) — 22° ] = on a 
p=tq=8(x+y)(x-y-2)2{[(x-y7-2)"-2 |,a=[(e-y—2) +s], 
B= == (x +y) [(x — y — 22)” - 22°]. 

12° Si K==*[(x-y +22) — 22°] 3 on a 
p=bq=8(c+9)(x-y+2)z[(x-y +2) —- 2°] a=[(x-y + 2)"+ 2°", 
B= == (x+y) [( e—y + 22)” - 22°]. 


Cela fait, on aura 


k k =? 
RO =k ast, 17! = — 3 a ICS 
7 = > s) ; aß Gr 160° a° 6° K 
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4. 


Si on peut trouver deux nombres congruents K et K, qui satisfont, avec un 
nombre congruent donné A, à l'équation 4.K = K,, on pourra donc toujours as- 
signer un triangle rectangle formé au moyen de deux nombres entiers « et 6, 
et tel que 

2(.208) =k , Me -B)=K' 
où À est un nombre rationnel entier ou fractionnaire, et K' un nombre congruent 
dérivé de K. 
Mais de ces deux dernières équations on tire immédiatement 
(A ky’ = (2da)".(228)" , »K' = (Ma) — (228). 
Il suit de la que + (242) et — (248) sont les racines de l’equation 
pP? — 4AK'o = (AA) 
et que + (228) et — (2A2)° sont les racines de l’équation 
o + MR = (AA), 
ou que l'on peut satisfaire simultanément aux deux équations indetermindes du 
quatrième degré 
"+ 41K' 0° = (A) y 0 — 4K! o? = (ik) 
en faisant ¢ = 246 et o, = Aa. 
Réciproquement , si l’une ou l’autre de ces deux équations a lieu , on aura 


respectivement 
ti 1 2 2 2,2 
Ak mer‘ 4. Ak. OA) (0°)°] 
1 9 2 2 
kK'=- (003)? Alk a; [ (24) = (91) ] 
1 


c'est a dire AK’, et par conséquent aussi AK, égal à un nombre congruent. 

Ceci est donc une autre forme du probleme proposé. 

Je fais observer a cette occasion que l’on peut toujours satisfaire par des nom- 
bres entiers aux deux équations simultanées 

erog=p, o—-goi=t 
soit en posant 
CNP CE at pal rali 
soit en posant 
c=a-b, o=a+b, g=sab, b=a-D’. 
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5. 


Étant donné un nombre congruent k = 4 ab(a’- 8°), on peut toujours assigner 
deux, quatre, six, et en général un nombre pair quelconque de nombres congru- 
ents, dont le produit, multiplié par A, donne de nouveau un nombre congruent. 

En effet, au moyen des deux nombres constitutifs a, b du nombre congruent 
donné, formons successivement les quantités suivantes : 


= a bh, y =2ab 
ae 2 2 a A 
RS CT Ma I) 
2 
TL de 
PAROLA 


2 9 x 
Li, = 71,3: VTT 


X, = I 


2 


to eo 


X, = I 


2 
o 


to 


et ainsi de suite. 


Il est évident que toutes ces quantités, à partir de x, et y, , seront des nom- 
bres congruents; car 


4 3 2 4 2 2 4 2 
( Li Ga 4 n—1 ) de X. = (era <=) 
2 2 n 2 NZ 
22%, Ja: ESS + Vi] CAPRI Ba 27 n—2 
2 4 2 2 ule 2 
(re en) eh, un PATITI x 


Maison a 


1 
Roe Bi 3 = dI 


1 
ALY) yy I 


8 


1 


1 
[SCHERE RER ET DRE KE TJ 


et généralement 


(2207): HX, + H+ Hew +e Com = (ae Vème | 


Exemple: étant donné k ou 2xy = 24, de sorte que a = 2, b =1; on aura 


Lj= 71, X,=521. X,= 164833, L,= 98248054847. 
On trouve en effet 


623 \ ? 863\* /191\? 
— | 24. 7. 827 = | — |, | — 
2 2 2 


152587890625 r 214997290751 \2 / 18501181057 \* 
Tite == 24. 7. 527. 164833. 98248054847 = | ———— —— . 
4 3 4 
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6. 


Je terminerai par une observation relative à l’addition et a la soustraction des 
nombres congruents. 
_ Si l’on a un nombre congruent donné 4, le problème de trouver un autre nombre 
congruent tel que la somme ou la différence des deux nombres soit de nouveau 
un nombre congruent, se résout immédiatement au moyen des triangles rectangles 


numériques. Car si 





OY Bey 
49 SY) n° Za 

on aura k+—k=—k , fe eek 
/ “à ie x 
x? Di x” 


2 


PIO ape pe È pa 


2 
A 


x x J J 


‘ra ns doute nsidérer aussi pour ces problèmes des cas particuliers 
On pourra, sans doute, consid ussi pour ces probl 





qui offriront plus ou moins d'intérêt. On a; par exemple, 
2 2 ni 2 2 2 2 2 „2 2 Er a 2 c 
(-y)}+(+y)=z+x,(f-x)+(C+x)=z+y; 
et en prenant la somme algébrique des quatre formes de nombres congruents, dési- 


gnées dans la note ci-dessus citée par les numéros 8. 9. 10. 11., de la manière 


suivante 
[est (oe + y 22°] + [a + y+ 2] - [le —y = 22) 20°] + [lee = 7 22) ~ 20" 


on obtient 16 xz, ce qui est un nombre congruent. 


Voila, Monsieur le Prince, ce que je peux vous écrire a la hate au sujet du 
problème que vous m'avez proposé. Mais j’espere, si d’autres occupations m'en lais- 
sent le loisir, encore mieux approfondir cette intéressante question. 

Veuillez, je vous prie, agréer l'expression de la haute considération avec laquelle 
j'ai l'honneur d’être 


Paris, 


ce 20 Mars 1862. 
Votre trés-humble et très-obéissant serviteur 


Woepcke. 


» 


» 


» 


» 
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BRANO DI LETTERA INDIRIZZATA DAL SIG. MAURIZIO CANTOR 


A D. B. BONCOMPAGNI, in data di « Heidelberg 8 Septembre » (1862). 


« . +. + + Mes recherches sur les chiffres avancent plus lentement que je ne 
croyais. C'est que le matériel grossit sous la plume. Je suis arrivé à quelques 
conjectures qui ne me semblent pas dénuées de vraisemblance. Si vous le per- 
mettez bien, je vais vous en soumettre une. Dans la géometrie de Boece (qui 
lui appartient aussi surement, que c'est moi qui écris cette lettre) la table de 
Pythagore c'est a dire l’abac est expliquée à la fin du livre premier, la table 
des minuties à la fin du livre deuxième. Pourquoi ces deux explications sépa- 
rées ? Chasles nous a démontré que l’abac sert d’ introduction à la géométrie 
pratique parce que dans celle-ci seulement on commence à calculer. Or parcou- 
rez ce livre entier, vous n'y trouverez que des nombres entiers. Donc la table des 
minuties ne servant pas encore n’a pas encore été expliquée. Donc elle devait 
servir le moment que l’auteur l’aura expliquée. Donc avec le second livre l’ou- 
vrage n'est pas complet. Mais qu'est-ce qui peut suivre, dans lequel on ait be- 
soin des minuties? C'est l'astronomie de Boèce, ouvrage perdu mais qui a existé. 
Car 1° Boece parle souvent du quadrivium entier, et dit entre autres qu'il n'y 
a pas de sagesse pour qui ne sait pas l’arithmétique, la musique, la géomètrie 
et l'astronomie; 2° Cassiodore nous apprend que Boèce a édité en latin l’astro- 
nomie de Ptolémée; 3° Gerbert a vu l'astronomie de Boece en 972 a Mantoue ; 
4° Un auteur (du S. XII?) dit: “ Abacus est introductio Astronomiae et prin- 
cipale instrumentum Geometriae ”. Je ne crois pas que cette conjecture ait jamais 
été faite avant moi. Ce que je vous en dis ici n'est naturellement que le 
tout à fait. Je le prouverai en détail dans mon ouvrage. » 


S ros 
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SULLA TEORIA DELLE SVILUPPOIDI E DELLE SVILUPPANTI 


DI EUGENIO BELTRAME. 





Indichiamo con p, g, r le coordinate rettangole di una linea data qualsivoglia, 
con a l’arco di essa, compreso fra un punto determinato e quello di coordinate 
Ps 9, r, e chiamiamo sviluppoide di questa linea un’altra linea tale che ciascuna 
sua tangente sia segata dalla prima sotto un angolo ©, funzione qualsivoglia delle 
coordinate del punto d’intersezione. Quando quest’angolo sarà costante, Ia svilup- 
poide si potrà chiamare ordinaria. La linea di coordinate p, g, r si denominerà, 
come al solito, trajettoria. Indicheremo con x, 7, 2, s le coordinate e l’arco di 
una sviluppoide, ritenendo che il punto (x, 7, 2) sia propriamente quello in cui 
la sviluppoide è toccata dalla retta che incontra la trajettoria nel punto (p, 9, r), 
ritenendo cioè che i punti (x, 7, z) e (p, 9, r) sieno punti corrispondenti delle 
due curve; inoltre diremo ¢ la distanza di questi due punti e la chiameremo raggio 
della sviluppoide, corrispondente al punto (x, y, 2). E evidente che le quantità 
Ps Q Ts % % XL, Y, 2, Sy € si possono riguardar tutte come funzioni di una me- 
desima variabile indipendente, che indicheremo con w. Tutte queste denominazioni 
e segnature sono in gran parte conformi a quelle usate dall’illustre Brioschi nelle 
sue « Ricerche sulle sviluppoidi e sulle sviluppate » (*), in cui però non ven-. 
gono considerate che le sviluppoidi ordinarie. 

Ciò posto ed ammesso come evidente 

1°) Che ad una medesima funzione » di x corrispondono infinite sviluppoidi 
esistenti in una medesima superficie continua; 

2°) Che il piano osculatore della sviluppoide in un punto qualunque di essa 
contiene la tangente alla trajettoria nel punto corrispondente; 
procediamo a dimostrare il seguente 

Teorema generale: Qualunque sia la legge con cui varia da un punto all'al- 
tro l'angolo sotto cui le tangenti d'una sviluppoide sono segate dalla trajettoria, 
ciascuna sviluppoide è una linea geodetica della superficie luogo geometrico di 
tutte le sviluppoidi generate colla medesima legge. 

Di questo teorema non sembra noto che il caso particolarissimo di © costante 
ee 

2 

Se dal punto (p, g, r) dalla trajettoria si conducono le rette tangenti a tutte 

le sviluppoidi componenti la famiglia che si considera , è manifesto che queste 





(*) Annali di scienze matematiche e fisiche compilati da B. Tortolini, Tomo IV, Roma 1857. 


Tom. IV. N° 5. 1861. 19 


258 - ANNALI DI MATEMATICA 
rette sono le generatrici d’un cono retto, il cui asse è diretto secondo la tangente 
alla trajettoria, e che inviluppa la superficie luogo delle sviluppoidi; quest'ultima 
superficie ed il cono anzidetto hanno dunque nel punto (x, 7, 2) il medesimo 
piano tangente. Ciò posto, il piano osculatore della sviluppoide in questo punto 
è normale alla superficie conica, poichè contiene la tangente alla trajettoria , che 
ne è l'asse: dunque esso è normale anche alla superficie luogo delle sviluppoidi. 
Donde consegue che le sviluppoidi sono linee geodetiche di questa superficie. 
Crediamo bene aggiungere una dimostrazione analitica di questa medesima pro- 
prieta. 
Assumendo per semplicita come variabile indipendente la s ed indicando con 
apici le derivazioni relative ad essa, si hanno le equazioni 


(a) Pp=x+tx g=y +ty' Fr Nr Se 
() px +gy +rz = cos o, 


da cui eliminando i coseni x’, y', z' si ottiene la 


2 


I E r È Nee 2 .\2 «i 
(Cc) (p+x)p +(q—y)q +(r—:z)r=e cosa Y(p—x) + (q—y) +(r—z)’, 
equazione che rappresenta evidentemente la superficie conica suindicata, quando 
vi si riguardino le x, y, z come coordinate correnti e le p, 9g, r, ecc. come co- 
stanti. Rappresentando quest’equazione con M = 0 se ne trac 


dM AM e alice dM 


4 tot 
—=p—x7c080, =——=g'—yiacosa, —— —=r'—z'c'cosa. 
dz 


dx 
Ora derivando le equazioni (a) rispetto ad s si ha 
p' ied (1 Lida t') x + tx", q' FA (it!) y' + ty", ri Le (1 = t') 2! n tz" 
da cui, per la (b), 
i+ t' = 6! cos o, 
eppero 
pie xo coso + te", gi =y'c'coswtty", r'— 320 cos 0 + tz"; 
dunque 
ff Il II ! 


aw" sy": 3" = (p' — x" 0 cos w) : (g' —y' o' coso): (r' —2' 5! cos w) 


eppero anche 
à __dM i dM I dM 
‘dae’ dy. dz” 


Queste equazioni dimostrano il teorema, perchè le quantita x", y", 2" sono pro- 
porzionali ai coseni degli angoli che la normale principale della sviluppoide fa coi 


TRA ed 


À : .,.aM dM: dM . È À vine 
tre assi, e le derivate parziali — , ——, —— sono parimenti proporzionali ai co- 
Xe dyes de 
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seni degli angoli che la normale alla superficie conica , e quindi alla superficie 
luogo delle sviluppoidi, fa cogli assi medesimi. 

S'immagini la superficie luogo delle sviluppoidi ed uno dei coni retti che han- 
no il vertice in un punto della trajettoria e che sono circoscritti alla prima su- 
perficie. Queste due superficie si toccano lungo una linea la quale ha le tangenti 
conjugate colle generatrici della superficie conica; ma ciascuna di queste genera- 
trici tocca una sviluppoide in un punto di quella curva di contatto : dunque le 
sviluppoidi e queste curve di contatto sono linee a tangenti conjugate. 

Potendosi considerare la superficie luogo geometrico delle sviluppoidi come l’in- 
viluppo di tutti i coni rappresentati dalla (c), equazione nella quale le derivate 
possono ritenersi prese rispetto alla w, è chiaro che l’equazione di quella superfi- 
cie risulterà dall’eliminazione di z fra la (c) e la derivata della (c) stessa rispetto 
alla sola (uw), variabile di cui sono funzioni le p, g, r, o e, in generale, anche ». 
Questa derivata, opportunamente combinata colla (c), fornisce quest'altra equazione, 
che si può sostituire in sua vece, 














d’p heed dr 5 
(p—x) 7 ge AY am Ar = Eur dii pera sen © | cos w 
do dp dq dr 
Dn a Rn da U we) — ih 








Ora quest’ultima equazione rappresenta evidentemente un piano normale al piano 
osculatore della trajettoria ; d’ altronde essa appartiene alla linea di contatto del 
cono colla superficie luogo delle sviluppoidi, dunque questa linea di contatto è 
piana epperò è una curva del second'ordine, poichè giace nella superficie del cono 
retto. Quando © è costante, il piano della linea di contatto diventa parallelo alla 
tangente della trajettoria, ossia all'asse del cono, dunque in questo caso la linea 
di contatto è sempre uniperbole. 

Tutte quelle superficie che si possono considerare come inviluppi di coni retti 
aventi i vertici in una linea qualsivoglia , gli assi diretti secondo le tangenti a 
questa linea, e i rispettivi angoli al vertice variabili da cono a cono secondo una 
legge qualsivoglia, contengono un sistema particolare di geodetiche (sviluppoidi 
della linea anzidetta), la cui ricerca non dipende che dalla integrazione d’un’equa- 
zione alle derivate ordinarie del prim’ ordine fra due variabili, anzi, quando la 
linea è piana, da una semplice quadratura. 

Si ha di ciò un esempio interessante nel caso delle superficie di second’ ordine. 

È noto (*) che la superficie conica avente il vertice in un punto dello spazio 

(*) SALMON, A treatise on the analytic geometry of three dimensions, Dublin, 1862, pag. 190. Ci- 


tiamo con piacere questo libro, or ora pubblicato dal dotto e benemerito geometra irlandese, per chia- 
mare sovr’esso l’attenzione degli studiosi. 
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ed involvente una superficie dell’ ordine n, è in generale dell’ ordine 7 (n — 1). 


x 


Quando 7 = 2, il cono involvente è adunque un cono di second’ ordine (Monge). 
Cerchiamo se questo cono possa, in certe particolari circostanze, ridursi ad un 
cono retto, cerchiamo cioè se una superficie di second’ordine possa essere il luogo 
geometrico delle sviluppoidi d'una linea tracciata nello spazio. 
Sia 
az +by + ez°=1 

l'equazione della superficie di second’ ordine , e sieno p, g, r le coordinate della 
trajettoria. Il cono avente il vertice nel punto (p, g, r) ed involvente questa su- 
perficie è rappresentato, come facilmente si può verificare, dall’equazione 


a(h° — ap’) (x — pt + b (h* — bq’) (y — gy + (h*.— cr’) (s — r°) 
—2begr(y—gq)(s—r)—2carp(s—r) («—p)—2abpq (x—p)(y—gq) =0 


in cui À = ap +bq + cr —1; d’altra parte il cono retto che ha il vertice 
nel punto (p, g, r) e l'asse diretto secondo la tangente alla trajettoria è rappre- 


\ 


sentato, come pocanzi si è veduto, dalla 

("cos —p°) (x —p}) + (cos —g”) (x —q) +-(e°costo—r")(z ur): 

ag Ener Rp RP —g) =. 
Dunque, affinchè possa esistere una trajettoria, le equazioni dei due coni debbono 


potersi identificare fra loro, ossia, indicando con Æ una indeterminata, debbono 
essere soddisfatte le seguenti condizioni: 


a(h° — ap?) = k (coso — p"), begr=kg'r, 
b(h? — bq’) = k (c°costo—g'), Cl Fi eras 
c(h? — cr’) = k (o”cos®’s—r”); abpg=kp'g. 


Se nessuna delle quantita p, g, r (e quindi anche delle p', q', r' rispettivamente) 
è nulla, le equazioni del secondo gruppo, confrontate fra loro, danno: 


ap N kp” “Gq: er! k 76 cr” = k rs, 
epperò quelle del primo gruppo riduconsi alle seguenti 
kc” cosa =ah’?’=bh’ =ch’, 
le quali richiedono che sia a = 6 =c, cioè che la superficie ‘sia sferica; le pre- 


cedenti tre equazioni diventano in questo caso 


Mie MS e 


equazione di rette passanti pel centro della sfera. 
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Se si prescinde da questo caso, per sè medesimo evidente, bisogna ammettere 
che sia 


P sar = 0 oppure g = q = 0 oppure r= r — 0, 





cioè che la trajettoria sia plana ed esistente in uno dei tre piani principali. Si 
consideri adunque quella trajettoria che puo esistere nel piano ay. In questo caso 
le precedenti equazioni si riducono alle seguenti: 

a(h° — ap’) = k (z” cos’ » — p°), 

b(h° — bq’) 


ch° = ko” cos’ ©, 


k(c° costo —q"), abpq=kp'q', (h’=ap’+-bq’—1). 


| 


Si cominci a determinare ». Sommando le due prime equazioni e dal risultato sot- 
traendo la terza si ottiene 


@+b— ch — (a? pP + b’ g’) = — ko”sen? o, 
e dividendo quest’ultima equazione per la terza si ha 
BIER DIET ay ne TES} NE TÉL SN 
Va’p + bq —h (a + b —c) 
hye 
La precedente tien luogo di una delle prime equazioni ed alle rimanenti si pos- 
sono surrogar quelle che si ottengono eliminando w, cioè le 





tang i 


ap_la—c)h?=kp", bg —(b—c)h=kq", abpg=kp'q'. 
Sottraendo dal prodotto delle due prime il quadrato della terza si ottiene 
(1) ab — c)p+bc(a—c)g+(a—c)b—c)=o, 


equazione che si può di nuovo sostituire ad una delle precedenti, per es. alla 
prima. Finalmente eliminando A fra le altre due si ha: 
{beg + (b — c) (ap? — 1)}p'=abpqq'. 

È evidente che se esiste una trajettoria, la sua equazione finita non può esser al- 
tro che la (1), la quale non contiene alcuna delle quantita A, ©, p', g5 ma d’al- 
tra, parte dev'essere soddisfatta anche la precedente equazione, che contiene 9° e 
gg’, dunque la relazione che dovrà risultare identica affinchè esista una trajettoria 
sara quella che si otterrà sostituendo in quest'ultima equazione i valori di g° e di 
gq cavati dalla (1) e dalla sua derivata. Ora, facendo tale sostituzione si trova 
per risultato una identità: dunque la (1) è senz'altro l'equazione della trajettoria 
e fra i parametri a, 0, c della superficie data non occorre ammettere alcuna re- 
lazione necessaria. E poi evidente che supponendo p = p' = 0, si otterrebbero 
altre due trajettorie analoghe alla (t), situate ne’due piani principali ys e zx. 

Ponendo l’equazione della superficie sotto l’ordinaria forma 
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2 2 
di Louer 
ra a — == À 
a er 
facilmente si trova che le equazioni delle tre coniche analoghe alla (1) sono: 
nel piano YI, STA = atk (coso, feno. 9 
Te CA Eger 
2 2 Css pen 
» 25 Men e 1; (con. YE FE kan = 2.) 7 
CRE EL VOA TRE 
: a ANR pee 
» XY» fl es cy en th, sat (mo ITA ’ 
À CODEC VAR BE Center 


ossia che le tre curve cercate son quelle che si sogliono denominare focali. 

Dal fin qui detto si ricavano le seguenti proprieta: 

Se F è una qualunque delle tre coniche focali d’ una superficie di second’ 
ordine S 

1°) Tutte le superficie coniche (reali od immaginarie) aventi il vertice in un 
punto di F e circoscritte ad S sono coni retti; 

2°) Gli assi di questi coni sono tangenti alla focale F; (*) 

3°) Ze linee tracciate nella superficie S in modo che le loro tangenti incon- 
trino costantemente F sono geodetiche di quella superficie; 

4°) Se una linea esistente nella superficie S ha dovunque le tangenti con- 
jugate con quelle delle linee di contatto fra S ed i coni retti aventi il vertice 
in F, quelle linea è una geodetica di S. 

Ad una conica 


DI gq. 
a b 

eorrispondono infinite superficie di second’ordine 
Le 7° 


== 1 


asc? b=c° c 
di cui essa @ curva focale nel piano xy, e il valore corrispondente di cos» è 
pra eee: 
Se si ammette che a° e d° sieno positivi, cioè che la conica sia un’ ellissi, biso- 


gna prendere c col segno negativo per avere sviluppoidi reali. Adunque in un 
ellissoide non possono esistere sviluppoidi reali che di curve focali iperboliche. 





COS a == 





(*) HESSE, Vorlesungen ueber analytische Geometrie des Raumes, Lipsia, 1861, pag. 298—301. 
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Il valore di cos contiene le variabili p e g nel binomio p° + g°. Ne risulta 
che affinchè l'angolo w sia costante bisogna che la trajettoria sia una circonferenza. 
In questo caso si ha, fatto a — b — d, 
Vallo 


NACKTE o donde c=d sen 0; 
È [4 


quindi: 
Tutte le linee reali le cui tangenti sono incontrate sotto un angolo costante 
w dalla circonferenza 
2 2 2 
p+g=d, 
esistono nell’iperboloide di rotazione 
2 2 
x+y? 2 


———————— — | 


(d cos)’  (d sen w) 


e sono geodetiche di esso. 

La ricerca effettiva delle sviluppoidi di una linea data qualsivoglia dipende , 
come abbiam detto, dall’integrazione d’un’equazione alle derivate ordinarie del pri- 
m'ordine fra due variabili. Mostreremo adesso come si possa in ogni caso formare 
quest equazione. 

Sieno 

OR ee even (Re ee TE ER 
È n 3 
le equazioni d’una retta condotta pel punto (p, g, r) della trajettoria; x, y, 3 
le sue coordinate correnti, &, n, $ i coseni degli angoli ch’essa forma cogli assi, 





per cui 

(1) E + +S=1, 
e t la distanza variabile dal punto fisso (p, 9, r) al punto variabile (x, y , 2). 
Affinchè questa retta tocchi una sviluppoide è necessario e sufficiente che formi 


un angolo = » (u) colla tangente alla linea data nel punto (p, g, r), epperò che 
sì abbia | 
(II) Ep'+ng'+S3r' = d' cos w (u). 


Ora affinchè al variare del punto (p, g, r) le corrispondenti rette ¢ sieno tutte 
tangenti ad una medesima sviluppoide è necessario che il sistema di quelle rette, 
oltre soggiacere alla condizione (Il) , sia suscettibile di avere un inviluppo. Per 
istabilire questa seconda condizione si derivino rispetto ad w le tre equazioni 

x=p+5t y=g-+nt 32=r—+ 3 
riguardando come costanti le x, y, 2; si avranno in tal modo le 


pabta+bt=o0, g+nt+nt=0, r+Ft+st—v 


» 
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da cui eliminando le indeterminate ¢ e #' si ottiene 

(LI) E (ar —Sq)+a (sp —Er) +S (Ëg —np)= 
questa è la condizione cercata. Supposte conosciute le P> 9 T, © in funzione di 
u, le tre equazioni (I) (II) (III) serviranno in ogni caso a trovare l'equazione alle 
derivate ordinarie fra due sole variabili, la cui integrazione fornirà la soluzione 
del problema. Ciò potrà farsi in generale in molti modi , e converrà approfittare 
di questa larghezza per iscegliere nel modo più opportuuo le quantità che con- 
viene eliminare e quella ‘che conviene assumere come variabile» indipendente. Per 
l'applicazione del processo basta che sia possibile , come sara sempre, eliminare 
fra le cinque equazioni: (I), (II), (HI) e le derivate delle due prime, quattro delle 
quantità (&, &'), (n, n), (9, 3’) prese a due a due. 

Trovati che siansi in un modo o nell’altro i valori di È, n, S, si sostituiranno 
nelle equazioni 





x — p FH 2 —r 








4 = Ra N: 

che rappresenteranno allora un sistema di rette dotate di inviluppo, e le cui due 
derivate prese rispetto alla sola w, considerando le x, 7, z come costanti, si ri- 
durranno quindi ad una sola equazione: quest’equazione e le due precedenti ser- 
viranno a determinare le x, y, 2 in funzione di w. Eliminando la w si avranno 
le due equazioni ordinarie delle sviluppoidi, e di nuovo eliminando fra queste due 
ultime equazioni la costante introdotta dall’integrazione, sì avrà l'equazione della 
superficie luogo geometrico delle sviluppoidi medesime. 

Per mostrare con un esempio il modo di applicare questo processo, tratteremo 
il caso generale delle curve piane e dimostreremo il seguente teorema già enun- 
ciato precedentemente: 

Teorema. La ricerca delle sviluppoidi a doppia curvatura di una curva piana 
qualsivoglia dipende da una sola quadratura. 

Supponiamo che la curva piana data sia nel piano xy , laonde si avrà per 


essa r = 0. Assumiamo per equazioni della retta ¢ le seguenti: 
(1) = p az y=q+ fe: 
per cui 
+ xg ß 2 1 
é cer I ER ET ca e IN L == TEE TERN I == —— <— 0 
Via +f) ; vu+a-ß) À Y(t a’ 4-6") 
La (II) diverra in questo caso 
I f 
ap + [2 
(2) sta rie Pg == COS m. 


oe V/(1+o? +) 
Inoltre, derivando le (1) rispetto alla sola w contenuta nelle p, g, «, ß ed elimi- 
nando z si ha 
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qga—p B= 0, 
ossia 
A dB 
€) IO do ” 


giacchè nulla impedisce di prendere « o qualsivoglia altra quantita per variabile 
indipendente e di supporne funzione anche la w. Questa ultima equazione è quella 
che nel caso attuale tien luogo della (III). 

Se si sostituisse in essa il valore di z formato con « e ß, cavato dalla (2), si 
otterrebbe un’equazione fra le sole «,-6, cdi che darebbe 6 in funzione di « Ma 

: da 

senza fare tale sostituzione , che condurebbe ad un risultato assai complicato è 
più opportuno ricorrere alle seguenti considerazioni. 

Se la wu fosse costante, sarebbero costanti anche le quantità p' (uw), g' (w) che 
sono funzioni di essa soltanto, epperò integrando la (3) si avrebbe 


ag — ßBp' = cost.; 


x 


ma siccome z è variabile e propriamente è quella funzione delle «, 6 che sod- 
disfa all’equazione (2), così l’arbitraria introdotta da questa integrazione deve riguar- 
darsi come una funzione di wz vincolata dalla condizione di soddisfare alla derivata 
dell'equazione integrale, derivata presa rispetto alla sola w contenuta nelle p, g e 
nella funzione incognita. Rappresentando adunque tale funzione incognita con ¢ (u) 
si avranno le due equazioni 


aq —Bp =), 

a GA — Bp" Et o(u). 
Le quantita wz, 9 (u) debbono per tal guisa soddisfare alle due equazioni precedenti 
ed alla (2), per cui eliminando « e ß fra queste tre equazioni, se ne avrà una 


fra le w, ou) e o'(u) che servirà a determinare la forma della funzione o{u). Tale 
eliminazione si opera agevolmente cavando dalle (4) 1 valori di « e ß, che sono 


(p'q" —p'q) oC P' p — p' CA 
(p'q"—p'q) B on g' 0 BR g'o, 


(4) 


da cui si ottiene 
(p'q'—p"q' a+ +6)= 09% —200" 49 +(p" HP —pq); 
VB CZ Pk a a 
Sostituendo nella (2) i valori di 
ap +fg); ito + 
trovati or ora, si ottiene: 
Tom. IV. N° 5. 1861. 34 
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bg) + (pq —p'aY]—5"et—= 0, 
la quale equazione, risoluta rispetto a g', dopo alcune riduzioni da: 

oo un 9 = cotw V (7° + 9°) V(p 
Se al primo membro di quest’equazione, moltiplicata per o’, si aggiunge e si sot- 


trae la quantità 9°9', indi si divide per yY(2° + 97), facilmente si scorge che essa 
può mettersi sotto questa forma: 


12, 2 12 for 2 , $ 2 
c'sen'o.g —2900 Sen 6. — } COS o(p 


rr2 


ie q'—0"). 





I 
(5) (+ 9°) a | = s'cotoÿ(p + q" — 0). 
pese 
Si ponga 
Pet DS 
TEE, => 
a +9 
da cui 
if 
ov 
6 0 == mm 
(6) Aue; 
e 
12 
12 2 o 
oo = ce 
? i 


Sostituendo questi valori nella (5) essa diventa 


112 


I ay TRS een AMI ST 
à Ÿ __cot w Vp” lo dI = 
io Ue c! j 
equazione in cui le variabili sono separate e che quindi si integra per quadrature. 
Designando con 9 il complesso degli angoli di contingenza della linea data , I’ e- 
quazion precedente si riduce alla forma semplicissima 
y' 
— =. == §' cot © 
1 — y° 
ed integrata da 
1 + 
log = 2 §6'cotw du + 2 log C, 
1— V > 


C costante arbitraria. Se ne cava 





I 
Ce 2 f 0 cot o du _ ‘ 


t JU _——-—,—-,-_—_—_—_—_ —__ 


e rn 
Ce 2 [9 coto du ___ 
e sostituendo nella (6) 
! 
a! ce 2S 4 NE 


(7) u oCed 6 cot o du 
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Da questo risultato viene ad essere dimostrato il teorema enunciato alla pa- 
gina 264, poichè le operazioni che rimangono a fare per determinare gli elementi della 
sviluppoide non implicano più alcuna integrazione. 
Cominciamo a formare i valori di « e di £. 
La (2) e la prima delle (4) danno facilmente 


c°a=q 9+ p'coto Vianna 
o” =p pq cola Yoo ao 
Ora dalla (7) si ha tosto 
a 3 se RE | 
Vo” +9 NET re 


quindi sostituendo 


g' 1 2 fé'cotwdu 
p's cel Eu “+-1\ coso-+-g' {Ce Pt 1} senw 
RE ET PO OS TOO Sea CRIARI i 
Ad Re cot © du 


2/9 cotodu 2 (o'cotodu 
ou 6) f OC 


ea Ge +1} coswa—p'{C’e 


So cotadu 


— 1}seno 


. 


bia 





20 sen w. Ce 


Tali sono i valori da sostituirsi nelle (1) affinchè queste ultime equazioni rappre- 
sentino la retta tangente condotta dal punto (p, g, r) ad una delle sviluppoidi. 
Per avere le x, y, 3 del punto di contatto, ossia le coordinate del punto di quella 
sviluppoide, corrispondente al punto (p , 9; r) della trajettoria, bisogna trovare 
una terza equazione fra le x, y, 2, e questa terza equazione si avrà , conforme 
al processo indicato, derivando rispetto ad z una qualunque delle equazioni (1), 
per es. la prima. Eseguendo tale derivazione si ottiene 


Ora dal valore di « (1° eq. (8)) si cava 


I 
1 ; Ge HE Fat Due t ; (o'p"'—o''p'+q'o'6')senwcosw—p'a'w' 


I 
0' cot w du » 2/9 cotwdz 
REA) +iGe f = 


DE RL I DE OS PN ee POE AL 
1} \(a'q'—o' g-poû)sen w+p © 0 
Questo valore si può semplificare moltiplicando fil numeratore ed il denominatore 
del secondo membro per a’, indi osservando essere 


(ORE forni ER; 


ep — oc p = — (pa —p'g), o q'— d'a g = p(p'q' —p" sE 


ed inoltre 
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AS. 12 ae ee IM Nr 
pe RE ee ae 
(2 
o o 
per cul 
eons Sira ER — ge", 


1251 


og Icio g ik 


Per queste ultime identità l’equazione precedente assume la forma più semplice 


x (C? A 2 [6° cot w du ik 1) er (Ce 2 fo! Fr BP al ; i 
ve Co sen wed 9 oto du > 
epperö sı ha 
Core f 0 cot » du 
a (Cae SI etodu ur ca gafG cob du yy 


Finalmente, sostituendo nelle (1) questo valore e quelli delle «, ß dati dalle (8), 
si hanno i valori delle altre due coordinate x ed 7 riunendoli insieme tutti e tre 
si ottengono cosi le formole seguenti, alle quali aggiungiamo quella che da il va- 
lore del raggio ¢ della sviluppoide e che si ottiene formando col mezzo delle tre 


prime la espressione 


Vix — py + — 9 +7): 
PICORE ONY (Ce 2 fo' EN el SR tie 
soul tu! ae 130 
0) eae ce SPeotodu__, it g'coso— se 2f0' cote du —1}p' En 0 
VE Fee 146! 


9 cot w du 
2 è c! sen” 6) al 


© — 1 i 
(Ce 2 [0 SETT n — sre? cotodu _ 116 


! 
Cte RO en 


T 


(10) = = seno 
{C2e8)° pole Ai) ti) cotodw _ 1} 0 


Se si volessero le coordinate x ed y di quella particolare sviluppoide che giace 


nel piano della trajettoria, basterebbe osservare che per ogni punto di essa si ha 
Zz = 0 


> 


per cui, in forza della terza equazione (9), il valore della costante arbitraria € 
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corrispondente a questa sviluppoide è nullo. Si ha per cio 


p' cos » + g' sen « g' cos © — p' sen % 
mafe FE et SOL Di Sr dia a N ai CNET SPORT TRI 
od + 0 o + 0 
equazioni dalle quali si possono dedurre assai facilmente alcune relazioni note. 


Se invece si volessero avere le sviluppate ordinarie della trajettoria, basterebbe 


Tv . 
fare » = — nelle formole (9) e si avrebbe 
2 
q' Eee AT f C +1 9! 
Pel RE —— == SS s me med vele ira ea Sele ee. 
Ge she ees’ Gi Gen RT, 
ossia, se 


si rammenta che indicando con d il raggio dı curyatura della trajetto- 
ria si ha dd =o’, 


dq dp 2.C C+ 1 
x =p—d — =gqg+d--, z=——-T—d, t=*--—--d 
4 EN ei da’ C—1 ? C— 1 
espressioni che concordano perfettamente con quelle date da Fuss e citate da Drio- 


: ay : 2C 

schi (Ricerche sulle sviluppoidi ecc.), sol che si ponga renna cotangh,h 
Ci 1 

nuova costante, e quindi = 


CAT sen h 
Si supponga che © sia costante e che la curva data sia l’ellissi 
p° q 
RE 
a b 
ponendo 
pa cos, Gi = 0 sen. iu, 
si ha in questo caso: 
1 
wo = 0, 
p'= —asenu, p' = — a cosu, quindi a = Va? sen? u + b° cos” u, 
ab 
Be; er A DR 5 
== 0 COS 2 = — db sen u 0 = —— 
4 1 4 4 a? sen? u + db? cos’ u” 
epperò 


a tang w\' 
nen) diz 
At ab du ra b a opr tang u 
ORS Paras + b? cos? u (< tang “) = 118 b 
ma 


per cui, posto per brevita 


(11) asenw seno ‚asenu bcosu 
1 — 


—— = y eppero ——— = ——— = Va? sen? u + b? cos? uw, 
b cosu cosy sen v COS y 





si ha 
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Se du =v: 
Sostituendo questi valori nelle (9) ed osservando le (11) si ottengono le seguenti 
formole: 
29 cot w 
Gre sen (wo —v)—sen(o +0 È) 
x = 4 COSU — sen w | ) ) {a?sen°u + 5? cos? u } 2) 
2 .2V colw 
ab | C? e — 1} 
2 p cotw 
C° e cos (a—v)—++-cos(o-- p 3 
y — b sen u — sen o ) {a?sen?u + b?cos*u tt”, 
ag . 29: COL) 
ab $ Ge — 1! 
v cot w 


2C sen? © e i 
par { a? sen? u + b? cost ut? 5 


2 cot 
alba CNE Port 





alle quali si può dare una forma un po’ più elegante ponendo € = cotang à, À 
nuova costante, e scrivendole nel modo che segue: 

A vcoto 4 — y Cotw 8 

cos?).sen(w—v).e +sen*A.sen(o+¢).e 5 


2 
X=UCOSUZeN a ——— "Priolo {a?sen?u+b COS? t ’ 








Vv cot w v— cot w 
ab $ cos? à. e Sen A } 
7 vcoto 3 —v Coto 3 
cos?À.cos(o—t).e —sen”À.cos(o+v).e ee Se eee 
(12) { y=bsenu-seno {a?sen®u+b?cos?u} ?, 
à vcotw 29 „Color 
at { cos” }. e —sen?}.e ‘ 
sen 2 À. sen? w 2 
A= va = = \a?sen?u+b?cos?ut ?. 
v cot o —vy cote 
ab } cos? À. e — sen? i. e 
Si trova anche 
v Cot o f —— 9 COT’ : 
cos? À. e + sen? 2. e x = 
(13) \22—= == Seno = ; {a?sen° u-+-b? cos? ut*. 
v Cot w > —ÿcoto 
ab $ cos? 2. e — sen? À.e } 
Per avere, a cagion d'esempio, la sviluppata piana dell’ellissi, si fara À = 0, 
i ed i valori risultanti di x ed y, viste le (11), si potranno scrivere così: 
cosıL 
x = a COS u — — ja? sen? x + b? cos? u}, 
a 
senze 
y= b sen u — —— ja? sen” uw + b? cos? u è, 
ossia 


ax = (a? — b?) cos u, by = — (a? — b?) sen? u, 
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da cui, eliminando uz, 


(ax) + (by)? — (a”—b°)\, 


risultato notissimo. Nelle stesse ipotesi la formola (13) diventa 


[bo 
2 [19 


bo] co 


ja” sen” u + b cos? u} 


ab 


TAO a 
t -(4+%) ab 


eppero, denominando A la distanza dal centro alla tangente nel punto (p, q); 





ossia 


bo| co 


a° b° 
ae 
ma indicando con è il semidiametro parallelo alla tangente, si ha, come è noto, 
oh = ab, dunque 
dl 
t= — 
h 


nota formola che da il rageio di curvatura dell’ellissi in un suo punto qualunque. 
Nel caso della circonferenza 


Da + q° == d? 
si ha a — b — d, v =u e dalle (12) (13) si cavano le formole seguenti: 


u Cot w 
cos” À. sen(m —z). e 
x = d 


COS i — Sen a) 





uw cot w 


Coste 


2 — ucotw 
— sen". sen(w + u). e 
— L cot i 


— sen? À.e 


u cot w — uwcota 
cos? À. cos(o—u).e — sen*À.cos (0 + ze). e 
y =d {sen u — sen» 


w cot w 


cos” À. e = Sell A.€ 


— LU cot » 





sen 2 À. sen? © 
z= —d 


<> 
3 u cot w — LU cot w 
cos? A: e = Sen ai. À 





u cot w — it cot w 
cos” À. e — sen? A. e 
t = ~— d sen w 


u cot w 


— u cot w 
— sen? À. e 


DOSE 


Talı sono le formole che forniscono gli elementi delle sviluppoidi ordinarie di 


una circonferenza di raggio — d. Come sopra si è veduto, queste sviluppoidi sono 
linee geodetiche dell’iperboloide di rotazione 
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X°+ y? a 22 M 
(d cos)” (Aseno) = 


il quale è il loro luogo geometrico. 
Se si volessero cercare quelle sviluppoidi dell’ellissi 


PARERI, 
sa +s = 1, 
a b 
che giacciono nell’iperboloide a tre assı 
3 2 2 
x Y 2 
ma 


at 

a—c b—c c 
(e che sono geodetiche di esso), bisognerebbe prendere per » la funzione delle p, 
g data, come si è veduto, dalla formola 





Va be crd q - 


COS ©) mt 


en Die q 
Si avrebbe in tal caso, conservate le segnature precedenti, 
Va sen i Hb cos a c 
Col we ——— ———— — —" liu9 
c 
eppero 
abVa? sen? u + D cos? u — c? 


é'cot » = : 
c } a” sen’ u + b* cos’ u } 


Questa funzione non è di quelle delle quali si possa conseguire I’ integrale sotto 
forma finita. 

Esporremo ora alcune considerazioni geometriche che conducono in un modo 
semplicissimo alle note formole relative alle sviluppate ordinarie e ad altre inte- 
ressanti conseguenze. (*) 

Si concepisca che il piano normale alla linea data, partendo da quella posi- 
zione iniziale nella quale incontra la linea data nel punto m, e tocca la superfi- 
cie polare lungo la generatrice /,, ruoti senza strisciare su questa superficie, toc- 
candola successivamente lungo le generatrici /,, 2,, . . . 2 corrispondenti ai punti 
m,, M,, + + . m della linea (m punto generico di questa). È noto che, durante 
questa rotazione, quel punto del piano, m,, che apparteneva alla linea nel primo 
istante del moto, non esce mai dalla linea stessa e si sovrappone successivamente 
al, punti 72,3 Mayo. , m di essa. 


(*) Dopo avere scritto queste pagine mi è venuta alle mani una Memoria del valentissimo Chelini (Sulla 
curvatura delle lince e delle superficie e sulle linee geodetiche, Raccolta scientifica di Roma, 1845) in cui 
si fa uso di analoghe considerazioni e si dimostrano con somma semplicità molti importanti teoremi. Il 
Chelini merita la riconoscenza di tutti gli studiosi per avere più volte applicato l’ingegno a render loro 
men difficile l’accesso di parecchie moderne teorie. 
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Se si suppone che le generatrici della superficie polare lascino traccia di sè 
nel piano mobile, esisterà in questo piano , considerato alla fine della rotazione , 


mi = Mg, His Mass  M) 





cioè quando passa pel punto m , una serie di rette segantisi sucessivamente a due 
a due in modo da dar luogo ad un'inviluppo: siano io, in, 2... + . 2, i punti di 
contatto di questo inviluppo colle rette Zu, Z,, /,....é. La curva &,, 7,, &, . 

i è manifestamente quella secondo cui si svolge nel piano . . . . .. la linea 
luogo dei centri delle sfere osculatrici. Si osservi anche che essendo le rette 
los dsl, ... . . 2 perpendicolari ai piani osculatori della linea data rispet- 
tivamente nei punti M6, m,, May + + . m, le loro successive deviazioni misurano 
la cosidetta torsione della linea stessa, per cui l'angolo formato dalle rette / ed Z, 
(che si incontrano nel punto À) sara il complesso degli angoli di torsione della li- 
nea per la porzione m,m di essa. Si denomini d tale complesso. (*) 

Ora supponiamo che nella superficie polare sia tracciata una delle sviluppate 
ordinarie della linea data. E noto (ed evidente, per la sua definizione) ch’ essa si 
svolge nel piano mobile secondo una retta che passa pel punto m e che incontra 
atti 7 nel puattit,, 2002, < «ta la porzione: nf, 
che diremo £, sarà il raggio della sviluppata, corrispondente al punto m della li- 
nea data. È evidente che per individuare la sviluppata basterà conoscere l’angolo 
che Ia retta £ fa colla generatrice Z,: chiamiamo % quest’angolo. Dando ad h tutti 
i valori possibili avremo tutte le sviluppate della linea data. 





(*) È evidente che è è anche il complesso degli angoli di contingenza della linea luogo dei centri delle 
sfere osculatrici pella porzione à à di questa linea, la qual porzione è precisamente quella che corrisponde 
alla m,m della linea data, per cui quest? due complessi,frelativi a porzioni corrispondenti delle due linee, 
sono costantemente eguali fra loro. Si dimostra facilmente che, a vicenda, il complesso degli angoli di 
contingenza d’una porzione qualunque della linea data equivale a quella degli angoli di torsione della 
corrispondente porzione di linea luogo dei centri delle sfere osculatriei: infatti il primo complesso è 
misurato dalle successive deviazioni delle tangenti alla linea data, ossia dei piani normali ad essa, ed il 
secondo è misurato dalle successive deviazioni dei piani osculatori della seconda linea, i quali non sono 
altro che i piani normali della prima. 
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Ciò posto, se si osserva il triangolo £, A £ st vede subito che Ang. t/=d+4; 
inoltre se si conduce dal punto m la md perpendicolare alla retta Z e si dice d 


la sua lunghezza, si ha d = t sen tl. Ora d è evidentemente il raggio di curva- 
tura della linea data nel punto m, dunque si ha la formola 
d 
(1) , 


43 sen(9 + h) 
la quale venne dimostrata con altre considerazioni dai sig." Molins e Brioschi. 

Si riferisca ora la linea data a tre assi ortogonali qualisivogliano. Alle proje- 
zioni del raggio £ su questi tre assi si potrà sostituire la somma delle projezioni 
delle due rette md e dt = d cot (9 + A): ora se si indicano con p, 9, r le coor- 
dinate del punto m, con x, y, z quelle del punto £ e si segnano con apici le de- 
rivazioni rispetto all'arco ¢ della linea data, i coseni degli angoli che le rette md 
e dt formano rispettivamente coi tre assi sono 


dp", dq", dr"; d(gr" Yao oT; d(r'p" a Upi, d(p'q" —p"q’) 


dunque le somme di quelle projezioni saranno 


sull’asse delle ax: d’p"== d° (gir! — q'r') cot (0 +h), 
» yx: dg" == d° (rp" —r'p') cot (0+ A), 
» 2: d°r" = d (p'q" — p'g) cot (0 + h). 
Ma le projezioni della retta ¢ sono espresse anche da x — p, y — 9, 2—r, dun- 


que si ha finalmente 
æ= p + dp"= d (gr' —q'r') cot (0 + A), 


RENE 


(2) yg=q+d°q'= d°(r'p'—r'p)cot ( + A), 


FAST ET, 


z=r+d’r'=d°(pq'—p'q)cot(0 + A), 
le quali formole determinano completamente la sviluppata. Esse concordano con quelle 
date da Brioschi (citate Ricerche). (*) 

Coll’ajuto della figura pocanzi costruita si vede facilmente che « se si distende 
in un piano la sviluppabile polare d'una linea qualsivoglia, la linea luogo dei 
centri di curvatura di questa si svolge in quel piano secondo una curva, che è 
la pedale (podaire) di quella secondo cui si svolge la linea luogo dei centri delle 
sfere osculatrici » (**). Questa proprietà rende manifestissimo che la prima di queste 





(*) È evidente che se dal punto qualunque m d’una linea/si conducono le tangenti a due qualisivogliano 
sue sviluppate, queste tangenti formano fra loro un angolo costante. Ciò serve a dimostrare il noto ed 
importante teorema che se due superficie si segano lungo una linea che sia linea di curvatura per entrambe, 
il loro angolo d’ intersezione è costante. Infatti le normali alle due superficie nei punti della comune 
intersezione inviluppano due curve che sono due sviluppate dell’intersezione medesima, per cui quelle 
normali comprendono fra loro un angolo costante. 

(**) Lancret. 
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curve non può essere una retta passante per m, a meno che le rette-/;, 2,5 ..: 2 
non sieno tutte parallele fra loro, cioè che la linea luogo dei centri di curvatura 
della curva data non può essere una sviluppata di questa, a meno che questa non 
sia piana (nel qual caso la superficie polare è cilindrica). 

È evidente anche che l'angolo formato dal raggio di curvatura iniziale md, col 
qualsivoglia md equivale a quello delle due rette Z, ed /, cioè a d. Ne risulta che 
se, dopo avere distesa nel piano la superficie polare, si riferirà la curva secondo 
cui si svolge la linea luogo dei centri di curvatura a due assi aventi l’origine nel 
punto m e diretti: l’uno, che dirò delle È, secondo la retta md,, e V altro , che 
dirò delle n, secondo una perpendicolare a questa , si avranno per quella curva 
(piana) le due seguenti semplicissime equazioni: 


(3) é — d cos 0, "== disen 0. 


È chiaro che si potrà sostituire a è un angolo d + cost. : non si farà così che 
far ruotare la curva intorno al punto m. 

È altrettanto facile ottenere le equazioni di quell’ altra curva piana secondo 
cui si svolge la linea luogo dei centri delle sfere osculatrici: basta osservare che 
essa è l’inviluppo delle rette Z,, Z,, . . : 2. Si riferiscano queste rette ai mede- 
simi due assi di pocanzi e si chiami x il punto in cui la retta md,, ossia l’asse 
delle &, incontra la retta 7. L’equazione di questa sarà 


n= (mp — Ë) cot È, 
d 


cos d 





ossia, per essere mp. = ; 


È così + n send = d. 


Si derivi quest’equazione rispetto alla variabile di cui ritengonsi funzioni le d, è 
(per es. l’arco co), riguardando come costanti le &, n e si avrà 


— Ed send + nd cos d = di. 


Da queste equazioni sì cava 
I ! 


d d 
(4) 6=dcosd— 7 sen 0, n= d sen à + = cos 0, 
le quali rappresentano appunto il cercato sviluppo della linea luôgo dei centri delle 
sfere osculatrici. Indicando con D il raggio di quella fra queste sfere che corri- 
sponde al punto m, si cava dalle precedenti equazioni 

Ad 


on Dann; 


formola conosciuta. 
Si trova anche facilmente che ıl coseno dell’angolo formato dalla linea luogo 
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d 


dei centri di curvatura colla retta 2 è espresso da = —. 


D 

Passeremo ora a trattare il problema inverso, cioe a determinare le curve che 
segano sotto un angolo variabile con legge data le tangenti di un'altra linea data, 
le quali curve, in mancanza di una denominazione speciale , chiameremo svilup- 
panti di quella. 

Per trovare le equazioni di questo genere di curve sotto una forma semplice 
ed elegante, comincieremo a stabilire le equazioni generali relative al problema 
delle trajettorie, dando loro una forma che si presta in molti casi all'integrazione 
più di quella a cui conduce immediatamente l’enunciato stesso del problema. 

Supponiamo dapprima che il sistema delle linee di cui si cercano le trajetto- 
rie sia piano e rappresentato dall’equazione 


(1) 9 (x, 73 a) = 0, 
dove a è un parametro variabile ed x , y sono coordinate rettangole ordinarie. 
Sia © l'angolo variabile sotto cui le trajettorie devono segare le curve di questo 
sistema: © sarà una funzion data di x ed y , la quale potrà contenere anche a. 


L'equazione del problema sara la seguente 
f 


DI 


T I 


SA 
E 


Ha 
x 


= lang w, 


— 
do 
— 

= 
-6 |-6 
.— | x 


41 — 





— 


ay, 
nella quale le derivazioni indicate dagli apici si riferiscono ad una variabile qual- 
sivoglia. Seguendo il metodo ordinario bisognerebbe eliminare a fra le (1) (2) ed 
integrare l’equazione risultante, con che si avrebbe l’ equazione del sistema delle 
trajettorie. | | 

Ciò posto suppongasi che in seguito all’ anzidetta eliminazione di a e succes- 
siva integrazione, siasi ottenuta l’equazione integrale 


p(x, x, b) = 0, 
b costante arbitraria. Se dall’equazione (1) combinata con quest’ ultima si cavassero 
i valori di x ed y formati con a e b: 


8 | 
DI 


ICE): = yao) 
evidentemente questi valori sarebbero tali che, tenendo in essi costante la a e fa- 
cendo variare solamente D, si avrebbero le coordinate dei punti d’una delle curve 
del sistema (1), ed invece tenendovi costante la b e facendo variare a, si avreb- 
bero quelle dei punti d'una trajettoria. Dunque le coordinate dei punti di qualsi- 
voglia trajettoria possono riguardarsi quali funzioni di a. Ora l'equazione (2), ri- 
tenendo prese le derivate rispetto ad a, si può scrivere come segue: 
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APTE AH. DER dy 
MO Se allen oh aol 





9' (7) { cot 0; 


da 
ma dalla (1) considerata come appartenente ai punti della trajettoria, eppero come 
tale che in essa varii la a insieme colle x, y, si cava 


da dy 


[ mee: „f Dich TIA f 4 
da ? (x) Ab da 7 (7) je (a); 
1 Dad ‘ 
dunque fra le derivate TA 7 ha luogo l'equazione precedente e la 
da da 
ASTI : dy | mi i 
Ae AG a ee Ae 9 g'(x) = — o (a). Cot w. 


Da queste due equazioni si cava 

dx _ —i9 (x a9 (y)cotot g(a) dy _—}9'(y)—9(x)coto} g(a) | 
de gate © da gare 
chiamando poi e l’arco di trajettoria terminato al punto x, y si ha dalle prece- 
denti equazioni 








do o' (a) 
(4) — ET“ ——————— 
da V f 2 Ie a 
sen o Vi? (x) +) 
Le equazioni (3) costituiscono le trasformazioni cercate. Se da una di esse, per 
es. dalla prima, si eliminera la y col mezzo della (1) si otterrà un’equazione fra 


dx , : : | TCA 
a, re che integrata dara x in funzione di a e di una costante arbitraria D, 
a 


Eliminando a fra il risultato di questa integrazione e I’ equazione (1) si avrà l'e- 
quazione generale delle trajettorie. 
Sia ora il sistema dato costituito da linee nello spazio, rappresentate dalle due 
equazioni 
| (1 bis) UE VENT U AE PAR 
Ponendo 
MI AS (YA, 9 AUT (EP) (7) ¥' (x) = C, 


2 


(x) +94) +9 ATI a =F, Y(x)- DAG (2) = G, 
A+B+C—EG—F=A, 











-e 


si ha dalle (1 bis), mediante la derivazione rispetto ad una variabile qualsivoglia 


T I ! 


ie By A 3 


LARGES PAUL OF 


> 


quindi Vequazione del sistema trajettorio sarà 
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dr dy =, dx\? dy\° DN? 
ER ult A x aes i 
(2 bis) Aa sua ba + C Ta COS” w (=) +2) +(7) 7 
ho dei ty LE avranno luogo le equazioni 
e Ira De € S I 
Be LER: dz. 
yO Seay ONT Nea AN) see lo) 
(4) dx j' (x) dy 7 ADITO 
| Ta TAO Gi PIE AI 
dalle quali e dalle (2 bis) debbonsi ora, analogamente a quanto si è fatto pei si- 
Be dz 


stemi piani, cavare 1 valori di 


saa 
da da’ da 


Per abbreviare ı calcoli necessarj a an uopo si pongano le seguenti denomi- 
nazioni: 


AE ENEA _AN AR, 
BR—CQ—L, CP—AR— M, AQ—BP=N, 
e si notino le risultanti identita 
AP+BQ+CR=0, AL+BM+CN=0, LP+MQ+NR=0 
L° + M + N° — (P° + Q° + R°) A 
Cid posto si scriva per un momento 


: j N TAR LR TC dE 
e da quest’equazione, combinata colle (a), si cavino i valori di —, ER —. Avu- 
da dada 
to riguardo alle stabilite denominazioni ed alle risultanti identità si troverà facil- 
mente 
dx d dz 
(By ON ACESS UDITE ES DIU MMA SES CITE ENS 
da da da? 
da cui, quadrando e sommando: 


da\* 2 2 2 2 
a (7) = 0 + PH Q +R 


Ora si osservi che la (2) bis pud scriversi come segue 


À dc\? 
= A cos’ w (35) ; 
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se da\? : ; A 
eliminando | — } fra quest’equazione e la precedente si ha 


da 
= cotoVP + Q + R’, 
ed eliminando invece U si ha 
| de VPROUR 
(4 bis) “ge VA EEE) 
da sen 6) V A 





Sostituendo finalmente il valore di U trovato or ora nelle (b) si ottiene 


. dx L+AcotoYP+Q +R d ly M+BeotoVP°+Q°+R? dz N+Ccoto¥P?+0?+R’ 
= 
da A da A da A 


equazioni le quali costituiscono le trasformazioni cercate. Eliminando per es. y e 
; £ À 4 ‘ x ; dx ; 
z fra la prima di queste e le (1 bis) si avra un’equazione fra a, x e — che in- 
da 

tegrata dara x in funzione di a e di una costante arbitraria D. Eliminando a fra 
integrale così ottenuto e le (1 bis) si avranno le equazioni delle trajettorie di que- 
st ultimo sistema. 

Si noti essere 





> 


2 2 


P+@+R=EVY@ —2Fo @V¥a@+Ge@ ; 





ed inoltre 
L={FYV@—Gr@i (x) + { Fe @M—EV@}¥ (x), 
M={FW(@A—-Go(a}9 M+tiFo()—Ey(a}yY (y) 
N={Fy' (a) — Gg (a) } 9 (2) + $ F9 (a) —EV (a) } V'(2). 


Ciò posto procediamo alla ricerca delle sviluppanti d'una linea data, che sup- 
porremo a doppia curvatura e rappresentata dalle equazioni 


6 (a, b, c) — 0, n (a, b, c) = 0. 
Le equazioni della sua tangente nel punto (a, J, c) sono 
ba — y + (b — ab) = 0 ca —3+(c—ac)= 0, 


dove gli apici indicano derivate prese rispetto alla a. Queste due equazioni, pa- 
ragonate colle 9 = 0, $ =0 di pocanzi, danno, indicando con s l’arco della linea 
data 


oa) =b', g(y)=—1, Pe), ga) = (x — a) d", 


v(x) =, #() = 0, Vs—=—1, Ya) = (x —a)c. 
eppero 
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A=1, B=J0',C=c'*, E=1+ 5b", F=Jdc', G =1+c”, A=s”, 


P-= (x— a) (b"c' — bc”), Q = (x — a)c", R = — (x —a) Bb", 
PQ HR = (x —a)’} bc +(b'c"—b'cY È — (x —a) ib Hors" ts 
s',  M==(a—a){b"s'—D's"' s', N—(x—a)ic's —c's"ts". 


L=—(x—a)s 
Le formole (3 bis) danno adunque in questo caso 
dx (rh) et br dz 
I eh |! , = eee. — = ecc. 
da $ da da 


Denotando con 6 il complesso degli angoli di contingenza della linea data, queste. 
equazioni si possono scrivere così: 


de — (x — a)is" — 50" cot ot 
= cc. ecc. 


FES: ] 


da Ss 


Si trasformino le derivate dalla a alla s, e dopo facili riduzioni si otterra 
IT 


xi (ra) à + + 0" cota}, ed analogamente 
b'' 
(1) VOTO) Er oto 


II 


z'= (s — 0) {7 +9 cotw}. 


Pongasi nella prima di queste 
XL = à + ta! 
dove # è una nuova variabile. Da questa posizione si ha 
asa tal ta 


e sostituendo questi valorı facılmente sı ottiene la seguente 


-t0cota= —1 
AE 3 1 an — f 0! is QUE 
che si integra mediante il moltiplicatore e ie oot UE si ottiene così 
d'cotods, — f 0 cot © d 
(1) ipa À es TL f CR Fe 


da cui, sostituendo nel valore di x, 


0' cot © ds — § 6 cotads 
x — a — à au fdse J , ed analogamente 


\ / 


(III) N aap cot © ds fase — fo cot w ds 


f . f 1 
| a ee à cot m ds 
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Queste equazioni danno le coordinate della trajettoria cercata. Evidentemente 
la ¢ data dalla (IT) esprime il valore della porzione di tangente alla linea data com- 
presa fra il punto di contatto e la trajettoria. 
Sostituendo poi nelle (I) i valori di x — a, y —b, s — © dati dalle (III), 
quadrando i risultati e sommando si ha 


6) Le cot w ds — f 6'cot w ds 
(IV) SE] dec 


sen ® 


Se « fosse costante si avrebbero le formole: 


(11*) E an eh 
papa ae 6 cot pe eras ol 0) do 
(III*) = eee FL ALBERT 0) do 
1 6 cot w — 0 cot w 
z=c—ce fe ds, 
de 9 cot w D 
IV de 
e, i sen © J 
Finalmente se le sviluppanti fossero le ordinarie si avrebbe © = — eppero 
¢t = —s-+ cost. , 
da 
TX —=4a dr + cost. ), 
db 
y = b — 7,6 + cost.), 


C OPA ost.) 
2 = EU STE Cost. 
ds { 


= Cost. + fs 0' ds + 4. cost, 


x 


formole notissime, e nelle quali è da osservare che l’arbitraria indicata con cos £. 


è dappertutto la stessa, ma quella designata con Cost. ne può differire. L’ inte- 
grale fs 0'ds dev’esser quello che si annulla per s = 0. 


Tom. IV. N° 5. 1861. 36 


282 ANNALI DI MATEMATICA 
NOTA. 


Nella presente nota raccolgo altre proprieta delle sviluppoidi ordinarie, delle 
quali per brevita ommetto la facile dimostrazione. 

Si rappresenti con s la linea data e con S,, la superficie luogo geometrico di 
tutte le sviluppoidi corrispondenti all’ angolo d’intersezione costante w. Se da un 
punto della s si conduce il cono (retto) involvente la S 
S, secondo una linea (un’iperbole). Variando © si otterrà una serie di linee siffatte 
ed il loro luogo geometrico sara una superficie che dirò Ÿ. Questa superficie è 
del terz’ordine,e sì può suppor generata nel modo seguente: sz immagini la retta 


questo cono tocca la 


a)» 


condotta dal centro del circolo osculatore della linea s nel punto m perpendi- 
colarmente al piano di questo circolo, indi si concepisca che una circonferenza 
varü di raggio e di posizione , conservandosi sempre tangente alla linea s nel 
punto m e non cessando mai di avere il punto diametralmente opposto in co- 
mune colla retta suindicata. Questa circonferenza genererà la superficie Ÿ. 

La considerazione di questa superficie porge il modo di esprimere il raggio di 
qualsivoglia sviluppoide in funzione unicamente del raggio di curvatura della tra- 
jettoria e di due angoli individuanti la posizione del raggio della sviluppoide. Chia- 
mando « l'angolo formato dai piani osculatori della trajettoria e della sviluppoide 
si ha infatti 


d sen © 





COS & 


formola che si. trova anche nella citata Memoria del Sig." Brioschi, poichè « è ciò 
che egli chiama c,. 

La superficie Ÿ è anche la trasformata per raggi vettori reciproci di una 
superficie cilindrica a base circolare, trasformata ottenuta ponendo il centro di 
inversione in un punto della superficie cilindrica. 

La seguente proprietà è una conseguenza evidente di quelle che precedono: 

Se nello spazio si immagina un piano , per ciascun punto di questo passa 
una sviluppoide della linea s; quei punti del piano in cui le tangenti alle svi- 
luppoidi concorrono tutte in un medesimo punto della s, appartengono ad una 
linea di terz'ordine, qualunque sia la s. 


È bene osservare che se si pone ¢ = Vp— a+ (g—9}+( — 2), l'equa- 
zione della superficie Y è rappresentabile colla 


Aie 


n) 
do? ; 


ritenuto che le x, y, z sieno coordinate correnti e le p, g, r, s parametri indi- 
viduanti la superficie stessa. 


PURA ED APPLICATA. 283 

La serie di tutte le superficie Ÿ corrispondenti agli infiniti punti della s da 

luogo ad un inviluppo. Questo inviluppo tocca ciascuna inviluppata ps lungo una 

linea piana di terz ordine, intersezione di S col piano condotto pella retta ret- 
tificante e pel centro della sfera osculatrice. 

Anche la serie di tutte le superficie S, corrispondenti agli infiniti valori di 


o ammette un inviluppo. L’ inviluppo di tutte le superficie analoghe ad S, è 
identico all'inviluppo di tutte quelle analoghe a N. 


Questo inviluppo comune, che dirò II, ha dunque due caratteristiche distinte: 
" una è la linea di contatto con Ÿ , l’altra la linea di contatto con S,. Rap- 
presentando con D il raggio della sfera osculatrice di s , con x, y, 2 le coor- 
dinate correnti di II, e cogli apici derivazioni rispetto a e, si hanno le formole. 


d’(g"r—gr")sen’® D°d*d(g"r"—g"7) sen? © cos w 
o' 


di d'coso+-dd /D?5%sen° w—cos’ 6” 


Peche == CCC, 
Se in queste formole si considerano le ©, ¢ come variabili indipendenti, esse 
rappresentano la superficie II: le linee o = cost., w = cost. ne sono le due ca- 
ratteristiche, cioè le linee di contatto colle superficie Ÿ ed S,,. 
Quando » = 3 x queste formole danno le coordinate del centro della sfera os- 
culatrice, del chè è facile persuadersi anche a priori. 








DI ALCUNE FORMOLE RELATIVE ALLA CURVATURA DELLE SUPERFICIE. 
LETTERA AL COMPILATORE. 
> er — 
Signor Professore. 


Ordinariamente l’equazione delle linee di curvatura , e l'equazione da cui di- 
pendono i raggi di curvatura d’ una superficie, formate con coordinate curvilinee 
peg, si ottengono con processi alquanto laboriosi. Mi permetto di accennarle 
una assai facile maniera di giungere a quelle formole, la quale con poche modi- 
ficazioni si applica anche al caso delle superficie rappresentate da equazioni della 
forma W(x, y, 2) = 0. 

Usando le solite segnature di Gauss (Disgisitiones generales circa superficies 
curvas), rappresentando con &, n e 5 le coordinate correnti della normale alla su- 
perficie nel punto (x, y, 2) e con p la distanza dei due punti (£, n, 5) (x, y, 2), 
si hanno le 





È O i P 
A n= na C. 
5 ENT N LET 7 


>| 
>| 


“ Er 
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Affinche le x, y, z appartengano ad una linea di curvatura, bisogna che insieme 
colle equazioni precedenti sussistano le derivate loro prese rispetto a quella varia- 
bile di cui sono funzioni le p, g relative alla linea di curvatura, considerando le 
é, n, 9 come costanti, ed allora la ¢ diventa evidentemente un raggio di curvatura 
della superficie. Si hanno così le 


Ct Anos Ge E dA, dà | È ea 
er nn esp gli" 


CIARA DAI ABANO BEN: 
ripe) DUT ane er -+-(——] B—0 


dz es beta: (È 1, a \+(4) c 

= a — 0) Said —— SUI 
dp! dq! VA dp! dq | VA 

x ET. ar dy2dz 
Si moltiplichino ordinatamente queste equazioni prima per —; 


dp 


Lio NOE 
dp dp I Ì 
thee be dake: ’ ope . ne | 
—, —, — e Si sommino ciascuna volta 1 risultati. Le equazioni che in tal mo- 
dq dq dq 

do si ottengono 


Ep! RZ (Dp' + Di) = 


= I I P Ed LES 
Fp+Gq SEN + Dq)=0, 


conducono immediatamente alle formole che cerchiamo. Infatti 
1°) Se fra esse si elimina p, si ottiene 
(Ep' + Fq) (Dp' ein D'g) = (Fp' dee Gq’) (Dp' te D'9) i 
nota equazione delle linee di curvatura. 
2°). Se invece se ne elimina il rapporto p' : g', sì ottiene 


(2) EE = 


equazione in p che serve a determinare i due raggi di curvatura. 





Milano 1° Settembre 1862. 


— >> <er— 
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SOPRA ALCUNI SVILUPPI ALGEBRICI NELLA TEORICA 
DELL’ EQUAZIONI. 





NOTA 
DEL PROF. BARNABA TORTOLINI 





1° Sia proposto di rendere razionale la formola 
Rah gara Bey 


o ciò che torna lo stesso: determinare l'equazione in R, della quale le sue radici 





siano dell’indicata forma: rappresentiamo per brevità con 72, ed n i due termini 
irrazionali del secondo membro lo che porge 
Raman 


Elevando alla quinta potenza; si trova 


R° — m’ — n° = smn (m? + am’n + amn? + n°) 
ovvero 


RS — m? — n° = smn (R° — mn R) 
ove sostituendoci i valori di m, n, si ha 


R° — A? x — By = 5 (ABR? V xy — A°B°R Y xy”) 
Poniamo 


Ro — A> x — By : 
ie Rey ee? Ne N = — AB, PIX} 


si ricava la nuova formola irrazionale 
3 — M Vv+NVo 


Ora in una memoria di Eulero (Novi comment. tom. IX pag. 70) si determina l’e- 
quazione di quinto grado in z, che rende razionale la riportata formola, la qual’ 
equazione come si deduce dalla teoria esposta da Eulero, sarà 


Bot Biz + e 4 D, —0. 
ed ove 


Bi=-—5MN°v, C=—5M Ne, D, = — (Mv + N° 9°) 


Se dunque in quest’equazione di quinto grado sostituiremo i valori di z, M°, N, v, 
otterremo un'equazione di grado venticinquesimo rapporto ad R, e di grado quinto 
raqporto ad x ed y; della qual sostituzione per brevità ne tralasciamo lo sviluppo: 
aggiungiamo che è assai facile di ritrovare l'equazione stabilita da Eulero; infatti 


elevando alla quinta potenza il valore di 2, si hà 
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2° —M°v—N5p* = 5 MN eo (ME /o-+ 2MN ÿ/ 0° +2MN° 0 + NB 7/04) 
Si decomponga il termine 2 M° N Y 9° in MN ÿe + M?NY° si vede subito che 
fra il primo, e secondo membro sussiste l’equazione 


2 — My — Nv’ =5MNo(M°2+N 2°) 


la quale è evidentemente identica a quella di Eulero: in alcune ricerche geometri- 
che mi si è presentata una curva piana di equazione irrazionale 


(+) 


Da quanto si è di sopra esposto ne risulta che l'equazione razionale ascendera al 
decimo grado rapporto ad x, ed y, il che ci basta qui di aver indicato. 
2° Esaminiamo ora alcune trasformate nell’ equazioni algebriche : a cominciar 


nto 


dal secondo grado sia l'equazione 
ax 4+-2ba +c=0 
della quale le radici siano «, 6; l'equazione a radici reciproche sara 
ce+2b5bx +a=0 
Per trovare un’altra equazione di secondo grado della quale le radici siano 
1 
En 


si avrà tanto pel coefficiente A dal secondo termine quanto per l’ultimo B, 


d 1 1 1 
O) 


d'altronde dalle precedenti equazioni 


1 
a —, B + 
a 


t - 2b c 
a+ B = ——, af = — 
a a 
d’onde si trae facilmente 
2b(a + c kb LM 
A TONER ET Ent 
a C ac 


Di qui la nuova equazione di secondo grado | 
ace + 2b (a +c) x Ha + (a — cf = 0. 


Se si avesse un’equazione reciproca di quarto grado, si sa che la sua risoluzione 


: : À EP 1 1 
dipende da un’equazione di secondo grado della quale le radici sono « + —, 6 + 2° 
a 
tig 


quando le radici di quest’equazione reciproca di quarto grado siano a, B, —;—, 
a 


6 
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d'onde ne viene che dal prodotto delle due equazioni 


ax +2bx+c=0 cx dr +a = 0 


È x x x ; £ ‘or tee 1 , 
si ricavera la reciproca di quarto grado, nelle quali sostituito x+—— 3, Si 


© 


ridurrà nuovamente ad un’altra di secondo grado, e coincidente con quella di gia 
stabilità: un tal andamento suppone decomponibile l’equazione reciproca di quarto 
grado nelle due altre equazioni di secondo grado, 

3° Estendiamo un tal sviluppo algebrico ad altre equazioni di grado superiore: 
siano a, 6, y le tre radici di un'equazione del terzo grado 


Ae 3 br ce do 
la somigliante equazione a radici reciproche sara 
AL +3. cx -— 3 bx a= a == 0: 


Per la nuoya equazione di terzo grado, della quale le radici siano 


1 1 1 
a+t+—, B+ —, i) ar es 
= li 


6 
sl avra 
LA +Bx+C=0 
ove 
A-— (++. ) 
a 
Be lee 1 + 1 
— fa en E —— 
1 1 1 
So e ++) (+) 
( o) (e Be eX erry 
Di più fra i coefficienti a, è, c,d... e le radici «, 6, y si hanno le re- 
lazioni 
3b 3 d 
an er a; 


Cid posto sara facile con le funzioni simmetriche calcolare i nuovi coeflicienti, A, 
B, C, si e avra successivamente. 


A 25 (ac + bd) B 


ad 


_3ab —3ad+3cd-+9bc 
ad 

Sviluppando poi il secondo membro di C, ed osservando che 

3 (30° — 2 ac) 


Da 2 6° Se 7° Le m 
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RES pate og) ed Uae eae 
i a 


si ricavera 


ee 

ie — (4 en et ne PE rene eke ba) 
ad i 

OVVvero 

(a = 30) (db) 


i ad 





Ciò posto se si avesse un'equazione reciproca di sesto grado, della forma 


2 +3 PP +150 x ah? 4+-150x°+5Pe+1=0 


ax + 3bx° + 3cx + d = 0 da + 3cx° + 3bx + à — 0 
si otterrebbe dal confronto dei coefficienti delle due equazioni di sesto grado 
ac + bd —2ad.?, de + ab + 3 bc — 5 ad.Q 


d'Ed +490 + 9c —-20 ad.R. 


Di più come è noto, facendosi nell’equazione di sesto grado x + — — 7, Si avrà 


la ridotta 
2+ GP + (15 Q — 5) 3 + 20 R — 12P — 0 
I coefficienti 6 P, 150 — 3, 20 R — 12 P., coincideranno con quei di gia denotati 
per A, B, C, come d’altronde era facile il dedurlo. Ad altre equazioni reciproche 
di grado pari potrebbero estendersi questi sviluppi algebrichi, il che però suppone 
potersi decomporre l'equazione in altre due, le radici delle quali siano reciproche 
fra di loro. 
4° Riprendo un'equazione di terzo grado 
ax? + 3b x +-3cx +d =0 


di radici «, 6, y, e formiamo le tre differenze 


«Ri any 
delle quali la somma è nulla: la somma però dei prodotti a due a due, ed il qua- 
drato del prodotto delle tre, sono funzioni simmetriche delle tre radici «, 6, y, per 
cui una nuova equazione di terzo grado in y della quale le radici siano le tre 
differenze «— 6, y— a, 6 — y sarà della forma 


PS +Cy +D=0. 


ove per 1 coeflicienti C, D, si ha 
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C = (a —$) (y — re — PR — 7) +04 — 4) 8 — 7) 
D (2 -—) {7 — FB — 7) 
Per il primo coefliciente C, abbiamo 
C=ah+ay+By—d—f—7 

e che diverrà per i valori di sopra stabiliti 
9 (ac — b’) 

a 


C= 


Per l’altro coefficiente D, si chiami D, il discriminante dell’equazione di terzo grado 
si avra D°' — 27 D,, mentre per il suo valore abbiamo 
aD, = (a’d + 2 b? — 3 abc) — 4 (b° — ac) 
per cui D = == 3 7 3 D,, e quindi l'equazione 
9 (ac — b’) a 
p+t——-y==3y3D, 


a 
se ora si faccia il quadrato del primo, e secondo membro , e si ponga di più 
Bez, sia trovera 


18 (ac — b*) , , 81 (ac —Db’)’ 
tiene 


2 ~ 


2 + z— 8 D, — 0 


al 


la quale è la nota equazione ai quadrati delle differenze delle radici dell'equazione 
di terzo grado : in questa guisa si scorge che i primi tre termini sono un qua- 


drato perfetto. 
5° La medesima equazione di terzo grado 


ax sb +3cx+d=o0 
si voglia trasformare in altra della quale le radici siano 
app ES a? + y — B, B? + y — a? 
si avra con chiamare y il valore dell’incognita 
poAy t+ By +C=0 
Ora per le note relazioni fra i coefficienti e le radici, otteniamo senza difficolta 
ey?) 
B= 2 (26 + a? 7? +- 677?) — at — pi — y 
CHE VRR HEHE ty) tsb 
Inoltre dalle funzioni simmetriche si ha 
Tom. IV, N° 5. 1861 37 
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3 (3 b* —2 ac) 
dr 


2 
3 (sc — 204 
Can Cie a? ve, } ES y? et el) È 


ap +y° = 


9(30° — 2ac)” — 6a? (3c” — 2 bd) 


+ Bt + y = : 
a 





Di qui se per brevità si porga 

P = — (3b? — 2ac) 

O = 4a? (3 c* — 2 bd)— 3 (3 b? — 2 ac) 

R— 9(3b* — 2ac) (27 bt — 36 ac b? + sa! bd) + sa! d° 
avremo per 1 coefficienti A, B, C; le tre equazioni 

ao A=s3atP, a B=32a7Q, acer 
d'onde per la nuova equazione di terzo grado si trae 
y +-3a4Py° +3040y +R=o0 


Quando le radici di questa equazione siano esprimibili per tre quadratı perfetti 
pP’, g°, r?, allora le tre equazioni 
HE —ÿ = p’, M +7 — 6 = q; 6? +7? — a = r? 

contengono la risoluzione di un problema relativo all’analisi di Diofanto, proposto, 
e risoluto da Eulero con quattro maniere differenti in una sua memoria: « Recher- 
» ches sur le probleme de trois nombres carrés tel, que la somme de deux quelcon- 
» ques, moins le troisieme, fasse un nombre carrè. (Comment. Arith. vol. 2° pag. 603). 
Tralascio d’indicare altre trasformate dell’equazioni di terzo grado, relative a pro- 
blemi somiglianti. 

6°. L'eliminazione di un’incognita fra due equazioni o dello stesso grado, o di 
grado differente è una delle risorse più utili in tutte le parti della matematica: nel- 
l’algebra superiore si presenta nella risoluzione algebrica delle equazioni, nel cal- 
colo delle forme, ed in altrisvariati usi: svolgeremo due o tre esempi da servire come 


applicazione per il calcolo delle forme algebriche: così prendendo due equazioni di 
secondo grado 


Ap+Bp+C=0, ax +yp+zf° =0 


è noto che chiamando a, b le radici di una qualunque delle due equazioni, e so- 
slituite successivamente nell’altra, si avra dal prodotto delle due equazioni in a, b 
una funzione omogenea di secondo grado relativamente o ai coefficienti A, PB, C, 
o ad x, 7, z. Così se a, d siano le radici dell'equazione x + y 0 +2 6 = 0. 
si otterra evidentemente 
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y x ÿ” — 203 
a +b——"—; ab = —; a+ br = ——— 


- - 
- ~ ~ 


e l'equazione in p con 1 coeflicienti A, B, C, diviene successivamente 
Aa +Ba+C =o, Ab? a-Bb+C=o0. 
Ora dal prodotto delle medesime si trae 
A?a’b? + AB ab(a + b) + AC.(a? + D) + Bab + BC (a + b) + C* 


ove sostituendo i valori stabiliti per le somme e per i prodotti della a, b . 
giungeremo ad una funzione omogenea del secondo grado 


U=A?x?+ACy?+(C?23*—BCyz+-(B°—2AC)az—ABxy 


Essa resta invariabile con il cangiamento di x, y, 3 in À, B, C e di A, B,C in 
x, ¥, 3, ed è tale che moltiplicata per altra funzione omogenea U, = A?xi+.... 
si otterrebbe una nuova funzione omogenea del secondo grado simile ad una delle 
due, vale a dire 
UU, = A? X? + AC Y27+ C?7?-+.. 

ove le nuove X, Y, Z sono determinate funzioni delle x, y, 2, 21, Yı> 213 ++ e dei 
coeflicienti A, B, C. Nell’algebra di Eulero se ne trovano delle applicazioni, quali 
furono aumentate ancora da Lagrange: per questo motivo le funzioni di questa 
specie sogliono chiamarsi funzioni o forme somiglianti: quest’argomento fù anche 
da’ me esaminato per alcuni casi particolari in due memorie pubblicate nel tom. 2° 
di questi Annali. 

7° Se per una delle due equazioni di secondo grado, si volesse sostituire un’ 
equazione di terzo grado avremo 


Ap + Bg + Cp+D=o0 x -+- ¥ p+ 3p? =0 
L’eliminazione di p praticata con l’uso delle funzioni simmetriche, richiede che 


oltre di aver calcolato a + b, ab . . . in funzione di x, y, z occorra pure di 
conoscere a’ + 23 il che porge facilmente 


3XYz—7Y 
ARIA ME 


” 
~ 


di 


e dall’eliminazione così eseguita si ha una funzione omogenea di terzo grado fra 
le tre indeterminate x, 7,2, oppure una funzione omogenea di secondo grado fra 
le quattro indeterminate A, B, C, D: considerate sotto questo doppio punto di 
vista, saranno sempre funzioni somiglianti ; di più se all’ equazione di secondo 
grado in p si sostituisca la nuova equazione | 


2 


x—R+y7p+zp =0 


allora Veliminazione di p fra questa, e quella di terzo grado produrrà una nuova 
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equazione di terzo grado in R, e che costituisce il così detto metodo di Tschir- 
natis per la risoluzione dell’equazioni di terzo grado. 

s Alla consueta equazione del secondo grado, congiungiamone un’ altra del 
quarto, in guisa da eliminare la p fra le due equazioni 


Act + Bp + Cp+Dp+E=o0 X+yp+z3p =0 
Ritenendo sempre che a, b siano le radici dell'equazione del secondo grado, la ri- 
sultante in p sarà il prodotto dei due quintonomi 

Aaï = B a? Gata Da, Ah Ge berr 


e facendo uso delle funzioni simmetriche; oltre i valori di gia ritrovati per a+, 
glo RE 

at + bi = (a? + b°) — 2 a? b? 
d’onde 


2 





2X2 


n 
D 
D 
8 
w 
u 
bo 


at + bi = (7 





4 


Dai 


Facendo tutte queste sostituzioni , si otterrà una funzione omogenea biquadratica 
fra le tre indeterminate x, y, 2, che nello stesso tempo sara una funzione omo- 
genea quadratica fra le cinque indeterminate A, B, C, D, E: Ordinata questa, rap- 
porto ad x, y, z è composta di quindici termini, tutti facili ad essere calcolati, 
e per lindicata forma biquadratica potremo scrivere 


A?at + EA yt + E° 21 — BA x°y — AD px + (B? — 2 AC) 23 2 
+ (D?— 2CE) 2° 2 —BEy*z— DEzy + AC x? y?+-(C?-+ 2 AE— 2BD) x? 2? 
+ CE y?z7 + (3 DA — BC) x? yz + (BD — 4 AE) y? xz 
+ (3 BE — CD) 2? xy = U. 


Quando il primo membro si ordinasse rapporio ad A, B, C . . . si potrà con- 
siderare qual forma omogenea quadratica a cinque indeterminate. Cessando di fare 
ulteriori sviluppi ad altri casi osserveremo, che con l’uso dei determinanti, e delle 
nuove notazioni specialmente imaginate dal sig. Cayley si possono generalizzare e 
semplificare tutte queste teoriche, le quali risguardano, o la risoluzione algebrica 
dell’equazioni o il calcolo delle forme. Innumerevoli possono essere le applicazioni 


e fra le altre, molti problemi indeterminati si risolvono, e che sono relativi al- 
Analisi di Diofanto. 
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RIVISTA: BIBLIOGRATICA 


SUPERFICIE DEL PARABOLOIDE ELLITTICO. 











PERLE “haies del 

1° Nel tom. VI. de’mici annali di scienze matematiche e fisiche pel 1855, Lro- 
vasi una nota del sig. Ing. Filippo Lanciani sulla quadratura del paraboloide el- 
littico. Il sig. Lanciani dopo una prima integrazione, riduce gli integrali semplici 
al trascendenti ellittici completi delle tre note specie: più anticamente il sig. prof. 
Schlòmilch nel tom. XI. del Archiv. der Mathematik und physik 1848. del sig. 
prof. Grunert, sì propone a risolvere la medesima questione in una nota sotto il 
titolo Ueber die Complanation des elliptischen und hyperbolischen paraboloides. Il 
Sig. Schlömilch dopo una prima integrazione, giunge con una trasformazione di varia- 
bile ad esprimere la quadratura del paraboloide ellittico con un solo integrale de - 
finito, del quale sarebbe assai facile farne la riduzione alle funzioni ellittiche com- 
plete delle tre note specie: in questo breve articolo, che potrà servire a confron- 
tare, e semplificare le parti clementari del calcolo integrale, mi propongo nuova- 
mente di determinare la superficie del paraboloide ellittico compresa fra il vertice, 
ed una determinata ascissa lungo l’asse : il metodo del quale farò uso gia fù da 
me applicato per somiglianti ricerche in altre mie memorie ed in particolare in 
una pubblicata recentemente nel num? 4° di questi annali tom. IV. 

2° Se si chiamino adunque A, k, i semiparametri delle due parabole descritte 
nel piano xz ed yz, si avrà per il paraboloide ellittico l'equazione 


d'onde per le derivate parziali 
desi MATA 


de  k’ Ra 


D’altronde per la quadratura dı una superficie curva si ha generalmente 


d z\° d z\° 
s- er / [1 +) +) 1] 


per cui nel nostro caso 


s- [fax a V(+5+%) 


Ciò posto sotto una data ascissa z, l'equazione del paraboloide rappresenta ancora 
l'equazione dell’ellisse di sezione perpendicolare all’asse 2, per cui la stessa equa- 
zione sara verificata dai valori 











x =V2kz.cos 9, y=Vak,2.seng 


294 ANNALI DI MATEMATICA 

ma alla variabile 9, che s’introduce nell’integrale doppio conviene associare un’al- 

tra variabile ausiliare a compresa fra i limiti fi = 0, fp = 4, in guisa da dover prendere 
z=py2kz.cosg, =p 24,2. sen 9 

Alle variabili x, y nellintegrale doppio avremo a sostituire le p, e 9: indicando 

con raya le derivate rapporto a p, e con &,, 7, le derivate rapporto a 9, avremo 


a == Bie Coe, x, = — pyakzsen 9 

y = yak,z.seng, Yi =p V2k,2.cosg 
d'onde 

er aa p. 
e Vintegrale doppio diverra . 
RE | fe dodg \/ (er, + 22 (4, cos? 9 + ksen? ar) 
. . a. T 

I limiti dell’integrale sono p = 0, e p — 1, € 9 —0, 9 = zent la quarta parte 


della superficie. 
Ora se per brevita poniamo 
= a 2 
U = 22(k, cos 9 -+ £ sen 9°) 


avremo da una prima integrazione definita 


| edo y(kk, + Up?) = P— YA ki | 


d'onde per il valore di S, si trae entro gli indicati limiti dell’angolo 9, 


V (kk, + Uy — VAE 
Sat (= De Ù V e ei (1). 


Tale è l'integrale definito semplice, che per una trasformazione di variabile si 
ridurrà a quello ritrovato dal sig. Schlömilch: poniamo col medesimo l'equazione 
della superficie sotto la forma 

















Le pe 2 
a? Pile Dal mE 
si avra a? OS CORI = 3 EC: NOI PONE AO Rae -_ vi - , € suppo- 
nendo di voler calcolare la superficie fra 1 limiti 3 = 0; s =e, Trani ancora 
i = = = (k, cos? 9 + À sen’o). = a cos? @ + 6 sen? © 
ed ai limiti 9 = 0, © = corrrispondera, u = a, wu ==, d'onde l'integrale (1) 


con una tal sostituzione diverra 
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Bi Ki ay, du Va + uw) = 
6 54.4.5357 Li 





come ha ritrovato il sig. Schlömilch. 


3° Ritenendo le notazioni di sopra adottate mostriamo la riduzione dell’ inte- 
grale (1). alle funzioni ellittiche: poniamo 


R = kk, + U = kk, + 22 (k, cos? 9 + sen? 9) 
si avrà dallo sviluppo del quadrato di R? 


T 


| ye Bahr a 29 z (k, cos? 9 + k sen? 2 

NAT RU; 3 R ? 
LR, ae VA ki dg 
Pee See 


Supponiamo 4, > &, e si faccia 





vii Snai UY edt 
otterremo 
U—=2zk,(1-+rnsen? 9), R= (kk, +23) y (t— sen? 9) 
Di più si sostituisca cos? 9 = 1 — sen? 9, e sia A = Y(1 — e? sen? g): adottando 


quindi le notazioni di Legendre 


“E : TG As 


Sara - Li do 
(Raro. fage=to fedi = 60 0 


ed osservando che 


GE 


sen’Fodo 1 re in 
f a ze F(e)—E(e) | | k cos? 9 + k sen? g kk) 2 


sì avrà dopo tutte le riduzioni, e con moltiplicare per 4., onde ottenere I’ intera 
superficie, 


bla 











4k* k, sz kk 
Si = oe À (6 
i rea a Eee) LU 
kr 
RE Re inn 


J} parametro della funzione ellittica di terza specie, è della forma 


== — 1 + 2 sen’ 6 
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ove © è il complemento del modulo e, e si avrebbe 


kk, + 2k 2 A k4-25 
= —, sen" 9 
kk, + 2k,z 


l2 





Ce mec 
Di piü per le formole date da Legendre la funzione IT (2, €) si potrà esprimere 
per le funioni incomplete, e complete di prima, e seconda specie, e che tralasciamo 
di eseguire. Osserveremo in ultimo, che per il paraboloide di rivoluzione attorno 
l’asse delle z si avrebbe, 

ea Tt ==105 ETAT 
d'onde 


F()=E(e) =I (n, à =. 
e quindi per la superficie 


S — 





valore di gia noto, e facile ad esser verificato da una diretta integrazione. 


Roma 3. Novembre 1862. Barnapa ToRTOLINI. 


<cTTtT£<TxTExTTTTTTTTt=T7T—=+==T<- > —————_1=z1tlr0=aeaéyueeo_yu__ 11m -m  a@qdzy@m<_m_6TT6_FT=-F-F.--s5z%AzTt—====% 


PUBLICAZIONE REGENTI 


Bricsenti — Ricerche geometriche , ed idrometriche per la scuola degli Ingegneri 
di Roma 2° Ediz. con nuove note et . . . Pisa 1862. 

ScuiapareL LI. G. V. — Sulla trasformazione geometrica delle figure ed in particolare 
sulla trasformazione Iperbolica in 4° Zorino 1862. 


Cremona L. — Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane, in 4° 
Bologna 1862. 
Minasrea L. F. — Note sur l’Effet du choc de l’eau dans les conduites, in 4° 


Turin, 1862. 

Lacroix, — Traité élémentaire de calcul diff. et de calcul Int. 6.° Edit. 2 vol. in s° 
avec de notes par M. M. Hermite ct Serret. > 

Saumon, G. — A Treatise on the analitic geometry of three dimensions vol. in 8° 
Dublin, 1862. 

Hermite Cn. — Sur la théorie des fonctions elliptiques , et ses applications à 
l'arithmetique, in 4° Paris, 1862. : 

AzLéGrer — Essai sur le calcul des quaternions de M. W. Hamilton Paris, 1862. 

Despoves. — Théorie nouvelle des normales aux surfaces du second ordre. Paris, 1862. 

Lamarte — Exposé géometrique du calcul differentiel et integral précedé de la ci- 
nématique du point, de la droite et du plan. Bruxelles, 1861. 

Wirvert A. T. — Disquisitiones de curvaturis nonnullarum secundi ordinis super- 
ficierum, in 4° Greifswald, 1362. 


TE (un 
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LA TEORICA DELLE FUNZIONI ELLITTICHE. 
MONOGRAFIA 
DEL PROF. ENRICO BETTI. 


(Continuazione. V. Tom. IV, pag. 70.) 
SCI 
14. 
Passiamo ora alle trasformazioni di ordine n, quando n è un numero intero di- 
spari e reale qualunque, cioè determiniamo À ed M in modo che su (E 1) sia una 


funzione razionale di sn(z, 4), nella quale il numeratore, e il denominatore siano di 
grado non > n, ed uno di essi eguale ad n. 

Abbiamo già dimostrato che, se denotiamo con A e A' i valori dei periodi » ed 
w' eorrispondenti al modulo 4, dovrà aversi : 


2w ‘ 


A) ap Qa + 64", y= 274 + dA’; 
(2) ad — By =n, 


e non esistono fattori comuni a tutti i quattro numeri interi a, 6, y ed. 
Sia n' il massimo comun divisore di « e ß; n' sarà un divisore di n, avremo: 


(3) nonni an; beson, 

(4) ad a BY + n' x 
e si potranno determinare due numeri interi e reali c ed d che sodisfino alla equa- 
zione : 


(5) ad — ci'= 1. 
Dalle equazioni (4) e (5) si ottiene: 
a'd = n"(mod f') , By = — n'(mod «), 
adn" =n", Bien" = —n'; 


onde, essendo « e ß primi tra loro: 
è — dn' = 0(mod f'), y— en’ = 0(mod «), 
ed osservando l’equazioni (4) e (5), abbiamo: 
d=dn'+ 18, y = en'+ la'; 


Tom. IV. N° 6. 1861. 38 
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ed il numero J non ha fattori comuni con n' ed n"; perchè questi sarebbero evi- 
dentemente comuni ai quattro numeri «, ß, y e 0. 

Dividendo Z per n° si ottiene : 


aie qn'+ 2 
e quindi ponendo : 
v= d + gf, y=C+ qe, 





si ottiene : 
(6) ad — By — 1; 
(7) PY Era d'n'+ 18 : Y a yn" cal ta’, 

e se ne deduce che la sostituzione (i) equivale alle due successive : 

(8) = = Ja A + BA, a = 2yA + d'A; 

I 
(9) = = NO), + = Jo, + n'a',; 
(10) MM, =M. 


la prima delle quali è di 1° ordine, come risulta dall’equazione (6), c la seconda è 
di ordine n, £ è preso relativamente al modulo n", e non esistono fattori comuni ai 
tre numeri n', n" et. 

Potremo supporre sempre t primo con g', perchè dovendo essere preso relativa- 
mente al modulo g", nelle sostituzioni nelle quali ¢ ha fattori comuni con g', i quali 
non dividono g", si prenderà # = — g" invece di £, e £ sarà evidentemente primo 
con g'. 

Se n è una potenza di un numero primo dispari p“, le trasformazioni differenti 
di ordine p“ saranno 6p*~*(p + 1). 

Infatti le trasformazioni differenti di ordine n sono in numero eguale al prodotto 
del numero delle trasformazioni di 1° ordine per il numero delle sostituzioni diffe- 
renti della forma (9). Il primo di questi numeri è eguale a 6 come abbiamo ve- 
duto nel n° 9, il secondo è eguale a p*~'(p +1). Poichè si hanno p“ trasforma- 
zioni corrispondenti a n=1 ‚n"— p“, t< p“; tante trasformazioni quanti sono i 
numeri inferiori a p’~’ e primi con p*~", cioè p“7!—p7?, corrispondenti a n'=p, 
n'= piu, t<p e primo con p*—'; se ne hanno p“?— p“73 corrispondenti a 
np, n= pei <p è primo con pa, p corrispondenti atre= passe 
n'— Pi t<p, e quindi si ha in tutto un numero di trasformazioni differenti 
dato da 


pi+ pi pro ips es DCE tea D Pee ca 
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Pi Po B 


SON =D, Dos D. € Pis Pas: 


.. p, numeri primi dispari differenti , il 


numero delle trasformazioni di ordine n sarà : 


dll en ini. 
Op, Pa Pr. (Pit A)(ps-+ 1)... (p.+ 1). 
Infatti poichè dev'essere n'n"=n, avremo : 
I a Veit ”r 1 ot Vid eas Tae eer 
n =P. Pa ED, 9 n= Pp, P2 SFA 


e t sarà primo con n'; pertanto si potranno sempre determinare r numeri interi e 


reali in modo che sia : 


bg Vo  Ryg a va Mg eos Va %» Ri Bar: 
Pie i, an E eps = Opt TDi Pi Aa ca Tee 
À % Vo v 
+P, Pare Pr mt 


y 


t, con p, . Quindi la sostituzione (9) equi- 


y» » 


x è 1 200 
et, sara primo con p,, £, con p,. |. 


varrà alle r sostituzioni successive : 
a ane 


Q, I 

Mw Pi dr 3 wo Pi di + 21,0, ; 

O, 2 oi, Bardi ee ; 

M — P: Q, ; Mi P: O, + 26,9, ; 

Q ’s Q! er 

yrs O, 3 gr P3 O, + 20; 
(11) 

a) # o OTT ! 

Mo 0,2; Mom Pe Ve per CRI 


M'M' . . . M” TT M, . 
Dunque il numero delle trasformazioni differenti corrispondenti alla sostituzione (9), 
sarà eguale al prodotto dei numeri delle trasformazioni differenti che corrispondono 


a ciascuna delle sostituzioni (11), ossia sarà : 


Ay 
N= p,. 


Kol 


(Pr + 1)p. 


pm —1 
È 


+ P, (p, + 1), 


* 


(Pa + 1) 
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che moltiplicato per il numero 6 delle trasformazioni lineari (8) dà precisamente il 
numero che volevamo dimostrare. 

Per determinare tutte le trasformazioni differenti di ordine dispari qualunque n, 
basterà considerare quelle corrispondenti alle sostituzioni della forma : 


(10) o=g MA, o = g'MA'— MA, 
dove : i 
ggi= N, 
ei tre numeri g,g' e t non hanno fattori comuni. 
Poichè abbiamo : 
MA = —, M\— go + Mn 
g n 


ne ! 2 5 
le radıcı della funzione o 1) saranno date tutte dall’espressione : 


m'go' + (2tm' se mg')o 


p = mMA + mMA'— > 


nella quale m ed m' sono numeri interi e reali qualunque. 
Poichè £ è primo con g' si potranno determinare due numeri interi e reali s ed 
l che soddisfacciano all’equazione : 
m = sg + 2tl : 
onde avremo : 


p = So — lo + (m' + (=), 


ossia, ponendo : 

194 

w + 2tw > 
— = Gee, M+lg=r 
sarà : 

(11 p = SW + late TO rt 9 
dove per r si dovranno prendere tutti i residui differenti rispetto al modulo n, e 
poiché n é dispari si potranno prendere per residui tutti i numeri della forma 2sr 
nei quali r è positivo e minore din ed s è qualunque. 
Reciprocamente; tutte le quantità della forma (14) sono della forma: 
mMA + mMA', 


e quindi radici di salar i) 


Ora le quantita p sono tutte radici semplici della funzione : 
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nl 


(12) I, sn (3 + 2mo,., k); 
0 
poichè per ogni valore di r esiste un sol valore positivo di m <{n per cui si ha: 
2m + r = 0(mod. n). 


Le da % . 
In modo analogo si dimostra che la funzione (12) e sn (Fr ) hanno i me- 


M 


desimi infiniti. Quindi avremo : 


sn (x , ») =.9(2) IL, sn(2 + 2Mmo,r ; k), 
M 0 


dove 9 è una funzione intera di z. 
Aumentando 2 successivamente di 20 e di » si ottiene facilmente : 


ga + 20) =9(2), — g(a-+@)=g(2), 
e quindi 9(z) sarà eguale a una costante C: 


hp 2 ute 
Dividendo per M e ponendo z = 0 , si ottiene il valore della costante C, ed 
abbiamo : 

n—i 


II,, sn(2 + 2mo,, , k) 


% 0 
(13) M sn (Ar 1) = a 
Das sn(2M0,r 9 k) 


i 


Analogamente si dimostrano le altre due formule : 


2 ni cn(2 + 2mo,, , k) 
el ut er 
(14) on (5 i ) o en(2mo,.,k) ? 
2 nei dn(z + 2mo,, , k) 
ER le e er 
va: an( ) o dn(2mv,r , À) 
MA i 
Ponendo z= 5= = » abbiamo : 
n—t 
EL n-ı sne(2mo,,, , k) mnt ent “2 snc’(z + Ama, , k) 
Meer BAR NEE TE u E DE ET Eq er 
Usa) o sn(2mo,r, » k) (4) o  sn(2mo,, , k) 


e in generale, poiché il segno di M puö prendersi comunque nelle formule precedenti, 
potremo porre : 


n_A 
n—4 


si? sne’(Amo, , k) 
Ms = (— 1)? I — — 020, 
care) o sn’(2mo,, , k) 
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Ponendo 
o+o MA_, Mg'A' 
avremo : er 
à 


ue 
II sne"(2mo,», 9 k) 
0 


ponendo nella equazione (15) 5 = „= : 
n 4 
dali) 
15: i 
Se poniamo : 
(1) o =o, en 4 A 


6) 


Dae eee ete = 4 +g” 
2a 8/ mind II 8 A 
(2) g(s) V2Ve i 1 ae eir—ılmia) c = 4/2 vq Te DA: ar qe 


dalla formula (13) del n° 47 P. I, abbiamo : 
(3) VE = (0) 3 
e poichè dall’equazioni (10) del numero precedente si ricava: 


A, gu + 2 
Sm: 


A co “i 2t\2m 
VA, „= = 24/4 sl! 42 TI ae a mr ) 3 


4 EN Ti où va 


q x 


sara: 


dove « è una radice primitiva della equazione : 
2" — 1 — 0. 


Determiniamo quale dei due segni bisogna prendere , se vogliamo avere quello 
dei valori di VA,» che è dato anche dalla formula : 


Pom À 
4 = ‘o! + Aw 
(4) {Age = VA IE sno nf). 


I numeri m si possono porre tutti sotto la forma : 
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mu lg hr, 








dove : 
! cate 1 Ir ra 4 
ae 5 è ne 3 ; 
onde la equazione (4) potrà scriversi : 
= alt = 9 
(5) Mr = vie Hi,sn07* 1 IT, snc (5 übe =) 


EN | 
Hy ne (r( + 2e) + Tan] (4 20) Men 
; J a 9 q n g 


Sostituendo alle funzioni ellittiche le loro espressioni in prodotti infiniti, abbiamo : 








Et a ser | Burn il 
Fate a fF ne zur re re 
1 ke Vike GIR reni Altri 


(1 +?” e 8 )(1 + g?” et 8 ) 


Moltiplichiamo per la equazione (3) che può scriversi : 


ve VELI gn re 
Vk à 1 + ¢ I 





? 


ed osservando le note relazioni : 








gi ol ( y — 
2 tr 
II co e i 5) 
1 g 9 2 
= 4itni Altri 


2 
(A+ x) I (1 + vee \(1 + xe 8 )=1 +2", 
i 
abbiamo : 
ent 


2 2lte ge = 
(6) I er = (—1) 5 y2 ei Um 





g! 
1 + (get art) 
nen 
1 + (get affina 








Con riduzioni analoghe si ottiene : 
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=: w! A mi Ay Mr Io 4 Alto a be oo ++) Alto 
(7) I, sner Pl + a sne | r qi = 7 gi 7 j 
V git a g 2t st Fad co 4 va ae lage aaa [1+( ad pi 
PE qs u II (1 ia (q°" Gite [ ie (q gi” 
Vee» Ta 1 VEN (gm ansia] [4+ (g57 Ped kent mat i 


Sostituendo i valori (6) e (7) nella formula (5), abbiamo : 


— 8! 
— co yi a?! 2m 
Were ue (—1) pe vavà ALFA 4+ (a ) A 


1 1 SE (gr 19 ie 





OSSIA : 
ar lal + 9 E 9 
i ma seo "= o —+ 2 
(8) Vizi = Vk" II snc (Fe) — (— 1) ° (2 T ) 
4 n g 
Poniamo ora: 
n—4 
ILE ‘ol + 2t 
(9) Vk =U, II sne ee == Lore 9 Were ==; Ver 
4 
onde : 
(10) VEUT. 


a a 


a 5 R 
Abbiamo dimostrato nel numero precedente che se n=p,, Pa Mey 3 i 
mero N dei valori differenti di y2,, è dato dalla formula : 


a, I Cru. pet 


N=p, 9 Pa +. Ps’ (Pr da 1)(p. +1)... (Ps Sn UE 


quindi le due equazioni che hanno per radici tutti i valori di x,, e di v,, saranno 
di grado N. Sia la prima: 


(11) HA, + ,..+A.—0, 
la seconda, a cagione della relazione (10), sara : 
(12) LA, uv tt + Auto”? +... PAU —0. 


La equazione (12) che ha per radici tutti i valori differenti di Ay. , si dice 
l’equazione modulare dell'ordine n. 

Le quantità A, , A,... A, sono tutte funzioni razionali di «8. Infatti, ponendo 
z— 0 nella prima delle formule (2) del n° 7, abbiamo la equazione : 
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(13) Net 
250 + 2ro 

n 

sono minori di n, ed hà i cofficienti funzioni razionali di %° = «3. Ora le radici 
di questa equazione si potranno dividere in due classi, nella prima delle quali si 
comprendano quelle nelle quali r,.s ed n non hanno fattori comuni, e nella secon- 
da quelle nelle quali r, s ed n hanno un fattore comune. Le radici della seconda 
classe sono anche radici di equazioni di grado inferiore, le quali hanno pure 1 coef- 
ficienti funzioni razionali di u°, perchè essendo » il massimo comun divisore dei tre 
numeri r, s ed n, ed r', s', n' i quozienti che si ottengono dividendo r, s ed n per y, 


paul I 

sot 2ro 4 ; u : 
esse prenderanno la forma: sn -——~——. Dunque la equazione (13) sarà ridutti- 
| n 


le cui radici saranno le n°—1 quantità della forma sn ( ) dove r ed s 


bile, e potrà ottenersi una equazione : 
(14) Ny == 0), 
la quale abbia per radici soltanto quelle della prima classe, e i coefficienti funzioni 
razionali di u°. 
Ora tutte le radiei della prima classe della equazione (13) sono della forma: 


(15) sn (PE) | 


n 


dove g' è un divisore din, t è preso relativamente al modulo g”, essendo ng 
e q è primo con n. Infatti se s,red n non hanno fattori comuni, e g' è il massimo 
comune divisore tras edn, avremo : 
s=sg, 
e denotando con £ il minimo numero intero cha sodisfa la congruenza : 
s't = r(mod. n) , 
il che può sempre farsi perchè s' è primo con n : avremo : 
so + Irw go + Ho 
sn ————— = sn s [| |. 
n n 

Se # è eguale ad Ig" + t, prendendo il numero 3<< g' che sodisfa la congruenza : 


tz = Is'(mod. g'), 
avremo : 


eit 9, pot, 9 Il "IL 9, 
sn (C=) = sur (= ae Br Do) = sn(29' + 5) (E) 





n n n 


SOTA 1 =) 
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dove t = t' (mod. g"), g=g'z-+ s'( mod. n) e primo con n, perchè abbiamo 
q=s'(mod. g"), gt = r (mod. n), r primo con g', ed s' primo con g’. | 

Il numero dei sistemi differenti di valori di g' e t nei qualig' è un divisore di 
n, e t è preso relativamente al modulo g" è precisamente eguale ad N, e il numero 
dei valori di q primi con n ed inferiori ad n essendo : 

x, 71 Kom! cai 
O(n) = D, P2 SII LE (p, — 1)(pa— 1)... (p, — 1), 

il numero delle radici (15) sara : 


20 — — ae 
a, 2 2%, 2 2% 2 


v=No(n) =p, mp --2' (p?—A)(p?—1)... (p?— 1). 


e v sara il grado della equazione (14). 
Ora dalle formule (1) del n° 7, denotando con ¢,(x), Ÿ.(x) due funzioni razio- 


nali di x e di u® e ponendo : 


g'o' + Jo 
Og = TT» 
n 
abbiamo : 
en 2rop, = },(sn’a,r,) » dn 2ra,, = Ys(Sn°wy) : 


onde prendendo nella seconda formula (9) : 
2r = m(mod. n), 
avremo : 


n—4 
Ci 


Tore 


2 
= Isnc 2ra,, = flsn’o,.) 5 
4 


denotando con f(x) una funzione razionale di x e di uf. 
Ora ponendo qo,, in luogo di w,,, se q è primo con n, i fattori di a, Si 
permutano uno nell'altro : abbiamo dunque : 


RI. af(s0°quy) 
cei se) 
gle 6(n) 
e quindi : 
2 
D VU AN AL De Die N .fsn’g 9.) 
gl De, or” 6(n) 
Ma il secondo membro di questa equazione è una funzione razionale e simme- 
trica delle v radici della equazione (14), dunque è una funzione razionale di u®, e 
le somme delle potenze simili delle radici della equazione (11), e quindi i coefficienti 


A, ,A,... A, sono funzioni razionali di u’, come volevamo dimostrare. 


PURA ED APPLICATA. 307 
Se poniamo : 
(16) sn = p,(mod. 8), 


è chiaro che la equazione (12) potrà porsi sotto la forma: 


p Pa P 
(17) B, vce By evs tr Boot)... Boe 0; 


dove B,, B, ... By indicano funzioni razionali e intere di uÿ. ’ 
L’equazioni modulari (12) godono di molte importanti proprietà. Le principali 
sono contenute nei seguenti teoremi. 


n2—1 


Teorema 1. Mutando u in v e v in eu, essendo e= (—1) 5 l’equazione mo- 
dulare di ordine n dispari non varia. 


ig ee 
Infatti, denotando con w' e v' ciò che divengono u e v mutando o in ra, ab- 
biamo : 


I TD 
zio (= = Uro, ten fe eo(m) = EU ; 


le quali equazioni dimostrano evidentemente il teorema. 


el AE PCR 
Teorena 2. Mutando u in — e v in — l’equazione modulare di ordine n di- 
u Vi 


spari non varia. 
Infatti dalle formule (14) del n° 16. P. I. abbiamo : 


sne{ kz est 
A? JT sne(a, k) 


e nella funzione di modulo 7» w ed » divengono A e A' determinati dall’equazioni: 


(18) ko = ah +BA', ko! = yA + 0A'; 
dove : z 
a=f =0=1, y = 0(mod. 2). 


Quindi denotando con v',, ciò che diviene Vu quando si sostituisce — a k, avremo 


k 
Mal 
125 FA DIA 
vs = — II sn (+) 7|= EI E 
a i k = [mig 2A 
u” II snc| — +) k 
4 n k k 
Ma dall’equazioni (18) si ricava : 
—= do — Bo, — = au — 70, 


k k 
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onde : 
4 
v Fée n—1 7 


u" Il sne =" [ (ag — 261) w+ (249 — 7q')a | 
4 


1 


I 
851 


essendo g', il massimo comun divisore tra ag’ — 2ßt ed n. Dunque mutando w in 
1 | ihe 2 CEVA 
—, una radice v,, diviene eguale all’inversa di un altra, ossia v diviene — - 
u v 


Teorema 3. Mutando u® in 1 — u, v® diviene 1 — v°. 

Infatti, mutiamo u® in 1— u8 ossia k in k', e denotiamo anche con v' ciò 
che diviene v',,. La quantità © diverrà io, ed © diverrà —io'. Quindi, a cagione 
dell’equazioni (17) del n° 3, avremo : 


n—1 n— 1 
2 {go — tw 2 1 1 
ven = U" II suc| mi ee! k=. EE 
4 n 1 (= ay *) VA 8 
dn m 41— 7 
n a 
ev 


denotando con g' il massimo comun divisore di 21 ed n. 
Teorema 4. Quando u — 1 la equazione modulare di ordine n dispari diviene: 





(v 29 eo (v fine ee ii 0 , 


dove y(n) denota il numero dei divisori di n. 
Infatti, quando u = 1, k°=1, k' = 0, e quindi: 


I d I 
EEO) ste o SE o= 2 EN eine 1 ey = ©, 
vier | LE 


a 10}, q= 1; 








onde : 














I 15 1 
mg' m(q © + 2tw 2mtr 
sne e a snc (9 Kay ) 
n 
e quindi : 
9 n— 1 n?—1 
Veo ="; Die Ar RCs = (—1) — € 


Dunque avremo sempre tante radici della equazione modulare eguali all’unita positi- 
va, quanti sono i divisori di n meno uno, cioè : 


x(n) — 1 = (a, + Alay + 1)... ) +1) — A 
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e tutte le altre, ehe sono in numero di N +1 — y(n) , eguali ad e, come voleva- 


mo dimostrare. - 
In un termine della equazione modulare (12), nel quale l’esponente di v è N —s, 


quello di u è = sn(mod. 8); onde se abbiamo : 

n= 8a+n, N—1= 8l+a, 
denotando con x e v i rispettivi esponenti di v ed u, sara: 

p = 6 + 1 — s(mod. 8), v= sn =n(0 +1) — nu. 
Ora, osservando che quando p è un intero dispari, si ha; 
p'(p +1) =p+ 1(mod. 8) 
qualunque sia il numero intero h, si ottiene : 
Nn =N (mod. 8), 


n(o + 1) =o + 1(mod.8). 
Dunque, denotando con r il minimo residuo positivo di x rispetto al modulo 8, nei 
termini nei quali l’esponente di v è = r(mod. 8), l'esponente di u sarà 


e quindi: 


= (¢ + 1 — nr)(mod. 8), 


dove (¢-+ 1 — nr) indica il minimo residuo positivo di o + 1 — nr rispetto al mo- 
dulo 8, e la’equazione (12) potrà scriversi nel modo seguente : 


7 2 Z 
(ia) yr ph ee 
(19) DEL MU Db ud = 0. 
0 PRET 
Mutando u in v e v in ew questa equazione diviene : 
x I X $ G+I—AT), (TI Se Toe 
DA UT nie x: Sun IN iS Dy an Vs UO: 
0 0 0 0 0 0 


Confrontando questa equazione colla (19) si vede che 1 termini che hanno per coef- 


CS 


ficienti le quantita b£, nelle quali 
(20) p(n + 1) = co + 1(mod. 8), 


differiscono soltanto per il fattore e? ; dunque tutti i coefficienti delle medesime po- 
tenze di u e di v non differiranno, a cagione del teorema 1, altro che per il fattore 


eP,e avremo: 
D'OR (c4+INF) 
(21) be == eb, | 


1 ni | Le 
Mutando u in evins l'equazione (19) diviene : 
l 
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7 (4 u 7 ver 
r „oFrı—r r ,,8(t—s) „8u—r) __ (FH 1—nr) ap” C+I—r) ,,85 „8 __ 
Suiv SS Mu v = >: u vy yb I lee en il 
0 0 


0 0 


Ora in questa equazione il termine che contiene v” ha il suo coefficiente eguale a 
b.o ; mentre nella equazione (19) questo coefficiente è 677! — ef b?; dunque, per 


il teorema 2, tutti i coefficienti delle medesime potenze di u e v differiranno nelle 
due equazioni per il solo fattore e’, e avremo: 


(22) b” tua ef DOTI, 


st l—s,l—t 


Sostituendo nella equazione (19) i valori : 


ue V2 Va I rana vgi — qg+29°...), 


+ 2mu ; | ba 
no = 2 Vg" dio = V2 vg —q” + 29°...) 


(23) 


i termini dello stesso ordine rispetto ag dovranno annullarsi tra loro, e avremo 
tante relazioni lineari quante occorrono dopo quelle che si possono ottenere dal teo- 
rema 3, per determinare tutti i coefficienti D”, . I termini di ordine minimo danno 
immediatamente : 


n 

(24) bo = bo =... =-b_ =0, b=— 2? DB. 

Teorena 5. Gli N valori dei moduli trasformati À = v8 sono radici una equa- 
zione di grado N, che ha à coefficienti funzioni razionali di k* = uf. 

ni 2ri 7 Tè 

Infatti, se poniamo nella equazione (19) successivamente v, vet, vet, ... ve # 

in luogo v e facciamo il prodotto dei risultati, otteniamo una equazione la quale con- 


tiene soltanto potenze intere e positive di 05 = 2’, che è di grado N e ha per ra- 
dici 1 moduli trasformati : 


(25) 203, k) = 0. 
Ma queste sostituzioni successive, e questo prodotto equivalgono a porre successiva- 
ni anti amin 
mente u, ue 4, ue *,...ue * in luogo di we moltiplicare i risultati. Dun- 
que l'equazione (25) avrà i coefficienti funzioni razionali di %° = u°, come vole- 
vamo dimostrare. 
Determiniamo ora l’equazioni modulari degli ordini dispari più bassi. 
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1° Sia n = 3, avremo : 
N-1=c=3, need”, AV al: 
quindi i sistemi dei valori [r, (¢ + 1 — #r)] nei quali non entrano numeri mag- 
giori di N sono: 
(0, 4), (1, 1), (3, 3), (4, 0) 


e la equazione modulare sara: 
01,4 I LA pr 3.3 Ce gi Gree: 
bio! + bi UV + di U ve + bé vi = 0, 
e l’equazioni (21) daranno : 


bo, SIR E bi 


I 3 
00 ? boo >= = 


00 ? 


bt, = 2b° 


00 


onde dividendo per 69, l’equazione diviene : 
ut — yt + 2uv(1 — uv") = 0. 
2° Sian=5, avremo: 
N-1=c=5, te, t= 0, ZANE 


onde i sistemi dei valori [r, (r-+1 — ar) nei quali non entrano numeri maggiori 


di 6, sono: 
(0, 6), (1, 1), (2, 4), (4, 2), (5, 5), (6, 0), 


l'equazione modulare sarà : 
2 2 4 555215 62,6 = 
BUS + di uv + di wi v° + bi wu vt + bo uv +b,v = 0 
e le equazioni (21), (22) e (24) daranno: 


Be wall i bi dio PS b, ? bio Ab 2 


o 6 
boo = — Boo » 00 ? 0 


e quindi avremo : 
u® — v® + 4uv(1 — ui vi) + bu vl — v°) = 0, 
e poichè per u = 1 questa equazione deve prendere la forma : 
(v + 1)5(1 —v) = 1 — 06 + 41 — vi) + 50°(1 — v°), 


sarà : 


b= 5, 


e per l’equazione modulare di ordine 5°, avremo : 
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us — 08 + 4uv(1 —u 504) + Su v'(u? — v°) en, 
3° Sia n = 7; saranno : 
NA an an ee em 1) 
e i sistemi [r, (ce +1 — ar) |: 
(0; 8) 1: 02) a (a) 
onde l’equazione modulare avrà la forma : 


OR 7 35,872 3 4730453 4 5. 5,5 979 6 4,6 46 
DU + bio UV + bi 0 + bio 0° + di, utvt + bo wu + bo US v 


b° uv + bi 8 =0, 
e sarà : 
CR CD i Oh I I 
e quindi : 
u®+ y§— 8uv(1 + u v®) + bu’v?(1 + wi) + burv’(1 + uv") + d'ulvi= 0. 
Ponendo u = 1 deve prendere la forma: | 
(vu — 1) — 1 + v®— 80(1 + v7) + 2801 + v4) — 5603(1-+07)+ 7005 —0 
e per cid: 
b= 28, b= — 56, b= 70. 
e l’equazione modulare di ordine 7° sarà : 
us + v8— 8uv(1 + u°v®) + 28u7v?(1 + wi vi) — 5603 08(1-+-u?0°)+70u505 —0. 
4° Sia n — 9; avremo: 
NA ne IR 
e i sistemi [r, (¢ + 1 — ur) ] saranno : 
(0, 4), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (4,0), (5, 7), (6, 6), (7, 5), 


e l’equazione modulare sara: 

u, + Bo, ue + bo 08 + b° 8 v8) + vb + dI u® + bi, 08 + bi, uvÿ) 
+ u? v%(b2, + bi u® +b? v8 + db ub of) + ww), + bi, u + 62 v8 br ufut) 
+ vi(bt + bi u® + bt 08 + Dé nf vf) +50 ud + Bo + bw = 0. 


Dall’equazioni (21), (22) e (24) si rileva: 
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© (o) 4 o 
050 ial bi Zu LE == bi, a 0 ? deo ‘a oo ? ges ae: di 
um ge bi, i bi, = bi, = — 16 ? Oto i bi, > bi: ei bi,’ 
2 2 2 2 5 . 

on Gar bi, > bn = b,, ? 054 a bio 5 


onde avremo : 


b° wt? — v(16 u? — bu) + vbs, u + bi, ut?) — v’(16u — bi, u?) 


8 5 5 5 
+ bo us vi + bout v® + bi ue v® + bi UO v7 + be, ui vf 
, 3 2 2 2 1 2 
+ vb, u° — 164!) + vb, u + bu) + vb u — 16u9)+ br v'2—0 : 


Ponendo «= 1, l’equazione diviene : 
(v — 1)? — A1 — 190 + 660° — 2920v° + 49505 — 79205 + 92408 — 79207 
+ 4950 — 22009 + 66019 — 427? + p1? 


onde : 
D ih du N N Be 
5 6 
b,—=—192, b,, = 924. 


Sostituendo i valori (23) e ponendo a zero la somma dei coefficienti dei termini che 
contengono wg°°, abbiamo : 


Den PR onde : b — — 14, 


10 


e l’equazione modulare dell’ordine 9° sara : 
ut? + yt? — 16uv(1 + uby’)(u? + 0°) + 4uv(u!° + v!°) — 204u3v3(u® + v°) 
+ 80u?0°(u8 + 08) — 14u?v°(u8 + vf) + 495utv4(ut + v4) 
— 792u5 v5(u° + 0°) + 924u° 0° = 0. 


16. 


La funzione (5) definita dalla espressione analitica : 
Poni VE] etre 
8/ pi 
(1) da) = V2ye™ re? 
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la quale ha un significato soltanto per i valori complessi di @ che hanno la parte 
immaginaria differente da zero e positiva e che serve a determinare in questo cam- 
po le radici dell’equazioni modulari, gode molte importanti proprietà che passiamo a 
dimostrare. 

Alla funzione 9(w) conviene aggiungere la funzione 4(w) la quale è definita, nel 
medesimo campo delle funzioni 9(w), dalla espressione analitica : 


1 Er et2”—1rià 
(2) yo) = U 


+ 1 dx PET TETE 


Denotando con K e K' gl’integrali ellittici completi di prima specie, abbiamo : 


: ik | iK' 
(lg), Melk) 
Ora mutando k in k', K e K' si convertono rispettivamente in K' e K, e quindi : 


vy! iK 1 ‘ iK 1 
VE = (rr) = (— x) VE = (E) — (- x) 
K 


K 
Dunque sarà : 





(oe “epr WE el , 


flat 
(6) osi) =. 


Mediante queste relazioni si possono esprimere 


+ 0G + on 
(re) set ) 
© a + bo 
in funzione di 9(w) e Y(o), quando i numeri interi e reali «,8, y, à soddisfacciano 
alla equazione: 





(7) ad — by = 1. 


Primieramente se «>> 7 possiamo sempre- determinare due numeri, «, f' congrui ri- 
spettivamente ad « e ß rapporto al modulo 2; e « < y, in modo che si abbia : 
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y+ do) fy + do RASE RUE 
CEE) nn 


Infatti, se « >y avremo: 





a= Wty + à, — 910 + 6, aid — Bly = 1, 
ed «<y. Quindi, a cagione dell’equazioni (3), (6) e (4), sara: 


(> u y+ do u An akc Ved pee: 
? a + bo wi 2t(y + do) ++ po = y + 05 CI Po 


Se « — 1, y e B sono pari e È dispari, avremo : 


+ da Ti (yo+ 21) 
(% 73 =) =_= e® (95) . 











Infatti, essendo à — By = 1, avremo : 


pito) fy (hy or 1a). - 1 
(=) = ( 1 + fo el 1) 


B + — 
= 6*y(—p—t) = (©) 
_= Y == G\@). 


Ma & facile a verificarsi la congruenza : 


y = y(By + 1) + (By +1)? — 1 (mod. 16) 





la quale, poichè 6 e y sono pari, conduce alla congruenza : 
ßy(y + 2) = 0 (mod. 16), 
che evidentemente è sempre soddisfatta. Dunque avremo : 


7 + do Uh Ti dada) 
(= =) =. € (95) ’ 





come volevamo dimostrare. 


Se ad — fy’ =1,d—fy=1, y, 8, y e B sono pari, a’, d' e à sono di- 





spari e: i 
} I Gil er 
y+0dv sE 7 (ye +8 —1) 
Y (: SE Te) rog 9(a) ? 
ponendo : 
7 + do I J ! do)! d I men ß' + dB— b 
Dec e Lie oR Tap A eg ASA a 


En 
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y Oo, C+ do Ari 1) 
d osp — — == == TD}, 


316 
sarà : 





Infatti abbiamo : 
I I FN EN TE Ed A ata 
7 m oo, Sulz re —1) Y —- do (70 +0 +-yO+0 —2) 
Spa) ns +) ° 75) 
I 


e la congruenza : 
cd +d? — 1 = (+) + Bl + 20) + y] +0 —1 
= yd +? ty —1 =70' + d° + 7° + Ÿ— 2 (mod. 16). 


Se ad —fy=1, y e B pari, « e È dispari e « << y, avremo sempre : 








(8) y+ do gt dr, È en = Mme, 
a + Bo 1 tz bt, : 1 e 6,0, 2 1 de 6303 

Yr + 0,5 

ee Dr — - . 

L4-fro 


dove y, e ß, sono pari e 0, — B,y, = 1. 
Infatti, essendo a <y, potremo porre : 
y=nety, d=nB+d, a=by +, B=Bd +6 








e quindi: | 
o) it. 1 +0 
FR en REN een ae 
6, is I I 
I 
I I 
+05 
DI i x da) alare By in 


e saranno «<y', y e ß pari e « e d' dispari, dè, — 6, y, — 1. Analogamente ot- 


teremo l’espressione di ©, , dia, ....e poichè i valori di & sono interi e vanno 


continuamente diminuendo arriveremo finalmente ad uno che sia eguale all'unità. Onde 
la serie di equazioni (8) sarà finita come volevamo dimostrare. 


Da tutto questo si deduce facilmente il seguente : 
Teorema. Se ad — fy= 1, PB e y sono pari, « e È dispari, avremo sempre : 


do nos ge, 
Mi e) 


Se « e 9 sono pari e 6 e y dispari, avremo: 
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(10) (= =| Sar men 





a + bo 


Infatti, a cagione dell’equazione (9), abbiamo : 


— d ARTE Cyt 
( PI) — (-79+7 Holy, 








—ß-+ ao 
Aix : 
e ponendo — = In luogo di ©: 
7. + do o YI+y?=1) 
Se ß è pari e a, y, e è dispari, sara: 
(11) — — le) 
a + fo (a) 


Infatti, dalla equazione (9), si ha: 
7 + d + do Er = (yd4.202—1) 
(rie pel) 
Mutando o in © — 1, si ottiene: 
(: am 4 > = 7 9(6) | 
(Le fo Y(o) 





Se « è pari, 6, y e à dispari, avremo: 


Le) - ~ FE Yo) 
(12) (LE pi TE ai 


Poiché dall’equazione (11) avremo: 


oa — y __ mi 9(2) 
1) © Ye)? 


, Otterremo l’equazione (12), 








1 
e mutando & in — — 
TD 

‘ Se d è pari e a, GB, y dispari. sara: 


mi ca 2 
Beni 


Ow 
pai : ( = =) We) 
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Infatti, dall’equazione (10) abbiamo : 
y + d + do ET 
ie | A 


e mutando & in o + 1 si ottiene l’equazione (13). 
Se y è pari e a, 6, È dispari, avremo: 


4 (O41) 


y + do Wei 
a ele 


Infatti dall’equazione (13) abbiamo : 





5 È (-y8+2°—ı) 
ER DA: 
Ù E == :) Fani foi 


I ie. | 
e mutando © in —- si ha l’equazione (14). 
TD 





Le sei formule precedenti sono dovute al Sig. Hermite. 
Dalla equazione (9) si ottengono le radici della equazione : 





g(x) = (5) 
che saranno date dalla formola : 
y + da 
L= ’ 
a + bu 
dove : 
ad By — 1, 


y e B pari, a e è dispari, e y = 0 (mod. 16), « = 9 = + 1 (mod. 8), oppure 
y = 8(mod. 16), « = d = + 3(mod. 8). 


17. 


Allorche la equazione modulare di ordine disparı n ha radici eguali, il numero 
delle trasformazioni differenti di ordine n è minore di N. Le funzioni ellittiche par- 
ticolari, per le quali ha luogo questo abbassamento nel numero delle trasformazioni 
differenti di un dato ordine godono importanti proprietà, che le rendono meritevoli 
di speciale considerazione. In due modi si può procedere a determinarle, o colla ri- 
cerca dei loro moduli ponendo a zero il discriminante della equazione modulare, e ri- 
solvendo la equazione così ottenuta, oppure colla ricerca dei valori dei rapporti & dei 
loro periodi che sodisfano a una equazione : 
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go + t oe 9,9 + t 
1) zu g Ju Ji ) 


dove e, = (—1) ° (=) Beguine RP 


? 
Trorema 1. Il discriminante della equazione modulare di ordine dispari n ha la 
forma : 


(2) D=w(1l — us) (A, + Au? + A,ut® + .., + A, ui?) ; 
dove : 
(3) yoo T, +2A,, =T, +24,, 40 =N(N— 4) —v — 4, ; 
denotando con T, la funzione numerica : 


n 
> FP (9. [(9)a — 4]; 


dove la somma deve estendersi a tutti à divisore di n, e (g), indica il numero dei 


. . . . | . . n 
numeri incongrui rispetto a g e che non hanno fattori comuni con g e con — ; 


en Pale as 
A, esprime la somma dei prodotti ra (g),(g.), estesa a tutte le combinazioni di due 


© 
divisori disequali di n dove g<g,, eA’, la medesima somma dalle quali sono 
esclusi à prodotti per à quali non é: 
(4) e, = €, è 


ba dre, 


e A,, Ax; ...A, sono quantità numeriche. 


Per dimostrare questo teorema osservo che abbiamo : 


(5) D = I (ve — Yee, 1 ab TT (ites dI Lee) } 


dove : 


n—4 


2 I 
x, = Ilsnc 2m (PES) 


È; 
= 1 n 


Ora le quantita x, sono radici della equazione (14) del n° 15, la quale ha i coeffi- 
cienti funzioni razionali di w°, quindi il prodotto II(x,, — x, , )”, che è una funzione 
x 474 


simmetrica, sarà razionalmente esprimibile per u’, e avremo : 
N(N— 
(6) Neu Sd 


denotando con f(x) una funzione razionale di x. 
Ma D è anche una funzione razionale e simmetrica delle radici della equazione 


320 ANNALI DI MATEMATICA 

modulare che ha i coefficienti funzioni razionali e intere di u, e il coefficiente del primo 
termine eguale all’unità, quindi il secondo membro della (6) dovrà essere una funzione 
intera di w, il denominatore di f{u*) non potrà essere altro che una potenza di u°, 
e denotando con v un numero che sodisfarà alla congruenza : | 


y = N(N — 1)n(mod. 8). 


avremo : 
(7) D= w(a + au +... + au”). 
Per determinare v sostituiamo nell’espressioni (5) e (7) i valori : 
(8) w= ya — q +29 —...) 
£ a A 
(9) Va = 8, V2Vg ao A—gat+...), 
e confrontiamo i minimi esponenti di /q. 
Il minimo esponente di ÿ/q in v,, — v,/ è evidentemente ia , e quindi 


i ia n 
in IL,(Vge — Ve) sarà gr (0) — 1) e in II, (v,—0,) sara T,. Il mi- 
. . 8 . | a n . . . 
nimo esponente di ÿq in v„,—v,, dove g<g, è ga e quindi in 
11 
n nest : 

IT, (0e — Ve t,) sara een e per tanto sara 2A, nel prodotto 

2 + . NT . 2 a 
— Ue) in cui g non è =g,. Dunque in IT(v,, — Ve.) Sarà 


T, + 24, ; 


alle 
88,8, ES 


ma nell’espressione (7) il minimo esponente di yq è v, quindi avremo : 
y=T, + 2A, 5 
Ponendo u = 1 l’equazione modulare acquista radici eguali, dunque D deve an- 


nullarsi per u® — 1, e quindi deve essere divisibile per 1 — u*. Denotiamo con v, 
la massima potenza di 1 — u che divide D, avremo : 


(10) = D=w(1—u8) (A, + Aus +... + A, ufr) 


= w(1— u8) [B, + B,(1— nf) + ... + B,(1 — Pr]; 
e A, e B, differenti da zero. 
Mutando u in u' = ÿ(1 — u*), D diverrà: 


8», ve 
(11) D'=u (1 —u) (B,+ Bu +... +B, u*?). 


Per determinare v, sostituiamo il valore (8) nell’espressione (11) e i valori (9) nel- 
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l’espressione che si deduce dalla (5) mutando w in  e confrontiamo i minimi espo- 
nenti di q. 


Mutando « in w', © diviene — —; quindi denotando con v!, ciò che diviene 
lo) 5 


V,, > avremo : 


FRE to — q 1,5 — 9, \] 
ne De ler] 


Ora se prendiamo ¢ multiplo di 16, il che può sempre farsi, perchè v,, non muta 


gt 





valore quando a £ si sostuiscano dei numeri congrui rispetto al modulo g', e se de- 
notiamo con g, il massimo comun divisore di £ e di g', e poniamo : 


= g = 4, 95: 





sara : i 
CERI (* Fu #) 
ts — 9 Bi 9,9 
go (| DE EE 4) 
i dari DIE 
AVERE 
dove : 


at, —gie=1; 


a è pari, c dispari, e quindi e, = 6,0 - Onde a cagione della equazione (10) del 


to — te le 
de) ee) 
0 


e ponendo g’ g= go; € quindi 9, go == n, sara: 


to — g (90% — 29 
ca J Jaa, g, ) 


Dunque mutando u in uw, D diviene: 


go +t go + t\ | 
val 4 g ) = 9, )|: 


ee g' ¢\2m—1 ; g_ 
(2 =| -1(— I) a — ga +... 
g 1 ce Chere: 
Quindi il minimo esponente di q in | 
go +t go+ t'\T 
A Et g J #( g )| 
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n. 16, avremo: 














Ora abbiamo : 
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sara T,. Nel prodotto : 


(got me 
| 


ART van 
se g <g', il minimo esponente di q sara PIE (g)n (9). » quando ¢, == e, , e al- 











trimenti sarà zero. Dunque sara 24", nel prodotto : 


ok go +\ |* 
ul) — cat | 


dove g è differente da g. Pertanto il minimo esponente dig in D' sarà 


T, + 24, 








Ma dall’ espressione (11) si rileva che questo esponente deve essere eguale a », , 
dunque : 
I 
dee 174-245 
come volevamo dimostrare. 


N | SC 
Mutando w in 7? Sappiamo dal teorema 2 del n° 15 che v si converte in.— , 
v 


quindi dall’equazioni (5) e (9), osservando che il quadrato del prodotto di tutte le 
radici nélle equazioni modulari è eguale ad u”, si ottiene : 


"4 


(12) nf )=m uud —1) “(Aue + APP... FAY) 


ge 





2N(N—4 ) 2yt By, +8, 


ti u 


e quindi : 
4o = N(N — 1) —v— 4; 
come volevamo dimostrare. 
Confrontando l’equazione (12) colla (9), si deduce : 


(13) A, =A 
Quando n ha i fattori primi tutti differenti, N è eguale alla somma dei divi- 
sori di n e (g'),==g', quindi: 
T, = S(n — g) = nN—N, 
dove N indica il numero dei divisori di n. La funzione numerica A, diviene eguale 
a Yigg: dove la somma deve estendersi a tutte le combinazioni di due divisori di 
n il prodotto dei quali à Zn, e A’, è la funzione A, diminuita di tutti i prodotti 
gg pei quali non è e, =e. 
Allorchè n = p“ e p è un numero primo dispari abbiamo : 


fi 
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a (Piz) [ine (a Ape") 4 ni a i (2 — Sp; 


A' — À Se € 
P 
a of 


— 1; se pol ¢,= — 4, si ha: 


FES (a — 1)p"-?(p’— 1) + 2(p + n) : 
Be (p +1) 


dove n = (—1)*. Quindi in questo caso avremo : 


Y= (P+ 1) po — a — Ap], 
(u—1)p# (pp —1) + 2(p"”"—+ n) 


(14)) vy = (p+e) [upé—(p—1)p# 7] + (1—5) 





(pi4- 4) 
dg Der Port pet Deh) re: 
Se n= p numero primo, ponendo p = 1,1— — 1 nelle formule (14), si ottiene: 
2 m 
(15) vaNnn+1, V=N +6, ) feci SA n 


4 
18. 

Passiamo ora alla determinazione dei valori dei rapporti & dei periodi delle fun- 

zioni ellittiche per le quali l’equazioni modulari di ordine dispari n ammettono ra- 


dici eguali. 
Trorema 1. Affinchè sia : 


) 
go —— len g,® nic} 
a cr g lE L ( gi ) 


dove © è un numero complesso che ha la parte imaginaria positiva, > , = sono 





multipli di 16 e g'g —g'g =n, è necessario e sufficiente che © sodisfi ad una 
equazione : 

(2) Aw + 2Bo + C = 0, 
dove A, Be C sono numeri interi e reali e il determinante : 

A = B’— AC 

é negativo e della forma: 

(3) A= — 8h(n.—y Sh). 
oppure : 

(4) A' = — (n — 2h)(8h — 3n), 


e quando A ha la forma (3) si hanno le congruenze : 
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(5) | B = 0(mod. 4), C = 0(mod. 8); 
oppure : 
(6) B = 2(mod.4) , C = 4(mod, 8), 


e A dispari quando h è dispari : quando pot il determinante ha la forma (A) si 
hanno le congruenze : 


(7) B = 1(mod. 2), C = 2(mod. 4). 
Infatti, affinchè sia verificata la equazione (1) è necessario e sufficiente che si abbia: 
(8) giu ng: = 79" — do + dys 
gi «g'—Bo+fgo 
(9) ad — fy=1, 
a e d dispari, y € ß pari, e siano sodisfatte le congruenze : 
(10) y = 0(mod. 16), a == + gq (mod. 8), 
oppure : 
(11) - y= 8(mod. 16); a=òd = = gg, + 4(mod. 8). 


Alla equazione (8) può darsi la forma . 
(12) 6g'g' n° du lag" g' Mc ög’g, EL flog", e eg) ] O 
di Boa DEA aa'g" ai dog," aes 79" g, en 0. 
Quando sono verificate le congruenze (10) abbiamo: 


(oan 


(13) ag,g' = 0g'9/ = + n(mod 8), 


e quando si hanno le congruenze (11) : 

(14) ag g = 0gg) = + n + A(mod. 8); 
e quindi il coefficiente del secondo termine della equazione (12) & sempre multiplo 
di 8. Pertanto potremo porre : 


HE. I Me I UA Patt (RS) 
(5) LE EN EEE = Pegi = 09) _p, 


Boge aa! g ha dog" ar. gg" 
2 


e la equazione (10) prenderà la forma (2) ed A, B e C saranno interi. 
Se poi 6 = 0(mod. 4) e y = 8(mod. 16), porremo : 


= GC; 
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8 
Boo — ao'g' + dag" — y9'a” 


4 zu 


e avremo sempre una equazione con i coefficienti interi della forma (2). 
Facendo : 


(17) 28 = ogg +dgg; + Blog, — eg) ; 
colle posizioni (15) avremo : 

(18) AA = S°- n°. 
e colle posizioni (16) : | 

(19) AGA'— S°— n°. 


Quando sono verificate le congruenze (10) abbiamo : 
JU ol he, By AIA 
e quindi moltiplicando e osservando la equazione (9), si ottiene , se 6 = 0(mod.4): 
8n(l + 1) = 0(mod. 64), 
1 +. l'= 0(mod. 8), 


25 = agg + dg'g' = + 2n(mod. 64) ; 
onde : 
Sen 

e h pari. 
Se poi @ = 2(mod. 4) avremo : 


1 + l'=0(mod. 4), 25 = + 2n(mod. 32), Sam 6hi-tin 
ed h potrà essere dispari. 
Quando sono verificate le congruenze (11) se 6 = 2(mod. 4) avremo: 


ag g' = 8. tn+4, dg' gi = $8l'Een+4, 
e quindi : : 
Byn° = 16 = + 8n(l + I + 1) + 16(mod. 32), 
ossia : 
l4l'+1= 0(mod.4), 
e quindi : 


25 = + 2n(mod. 32), S = 16h —n, 


ed h potra essere dispari. 
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Se poi 6 = 0(mod. 4), avremo : 
L+U+41= = 2n(mod. 4), 


onde : 
25 = + 14n(mod. 32) 
e quindi : 
A bh iin, 
Dunque il determinante A dato dalla equazione (18), nella quale dovrà sostituirsi: 
S—16h — n, 
sarà : 
A = — 8h(n — 8h), 


e ayremo nei primi due casi le congruenze (5), nel terzo le congruenze (6), ed 
A = 1(mod. 2) quando h é dispari. 
Il determinante A’ dato dall’quazione (19) nella quale dovrà sostituirsi : 
S = 46h u Wn, 
sara : 
A'= — (n— 24)(8h —n), 


ed essendo : 
teu 


Bl 
pa e ne 


C=5 = 2(mod. 4), 


7 
4 
saranno sodisfatte le congruenze (7). 

Rimane ora a dimostrare che le condizioni del teorema sono sufficienti. 

Sodisfi ao ad una equazione della forma (2) , in cui i cofficienti verifichino le 
congruenze (5) e abbia un determinante negativo della forma (3). 

Sia g il massimo comun divisore tra À ed n; poichè alla equazione (3) può 
darsi la forma : 

4A = (n — 16h) — n, 
avremo : 
(2B + 16h — n)(2B — 16h + n) = AAC — n°= 0(mod. g). 


Quindi essendo g' e g', due divisori di g il prodotto dei quali divide A sarà : 
2B + 16h — n= 0(mod.q’) , 2B — 16h + n = 0(mod. g'). 


Ponendo : 


2A a 699, ? 
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ARE n ee res: 
B sarà primo con - e potremo determinare due interi o, 7 multipli di 16 che so- 


disfino alle congruenze : 


, 


ae TE mod o) 
g 


J, 
,  2B+ 16h —n n 
bo = ———_———_[ mod. — } > 
I ı 
RL, . 1 CURE . n I! n Hi 
e quindi, dinotando con « e à due numeri interi, e ponendo ~—g , = = 4 
g Ji 


avremo : 
ag, g = n— 16h + 2B — Peg‘, , 
= n— 16h — 2B + Boy. 


l 

Da queste equazioni si rileva facilmente : 

Boo — ao'g' + dog, = 2C(mod. g" g/") ; 
e quindi, denotando con y un numero intero, sarà : 

(21) "g" — Bed — as'g' + dog" — 2C 

79 9, 5 q g, = ? 
e i valori di @, 6, y e À così ottenuti sodisfaranno, come è facile a verificarsi, la 
equazione (9). 


Deducendo dall’equazioni precedenti i valori di A, B e C e sostituendoli nella 
equazione (2), otteniamo : | 
| giace 9 — de + dg'a 
g, ag" e: Ba = fg’ 
Se CG = 0(mod. 8) e B = 0(mod. 4), dall’equazioni (20) e (21) si deduce : 
y = 0(mod. 16), a = 0 = g'g'(mod. 8), 
Se C = 4(mod. 8), B = 2(mod. 4), dalle medesime equazioni si trae : 
y = 8(mod. 16), a=ò = 99, + 4(mod. 8); 
e quindi è sodisfatta l'equazione (1), come volevamo dimostrare. 
Ora supponiamo che o sodisfaccia ad una equazione della forma (2), la quale abbia 
il determinante (4), e siano verificate le congruenze (7). 
Sia g il massimo comun divisore di A ed n; poichè alla equazione (4) può darsi 
la forma: 
16A'= (7n — 16h) —n" , : 
avremo : 
(4B — 16h + 7n)(4B + 16h — 7n) = 4AC — nè, 
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e quindi : | 
AB + 16h — 7n = 0(mod. g'), AB — 16h + 7n = 0(mod. g'), 
essendo g' e g', due divisori di g il prodotto dei quali divide A. 
Poniamo : 
4A = Egg, 
6 sarà primo con n e potremo determinare due numeri interi o e o multipli di 16 
che sodisfacciano alle due: congruenze : 


48 — ai + 7n (mod. n), a AB + 152 — in (moi. 5); 
9, I q 


sol 
l 


n en 
onde ponendo : ~=—g', + 
Q 
g g, 
Ja: 


(22) ag,gi= Tn -—A14h + 4B + Bog,, dgq" = Tn — 16h — AB — Go'g'; 


— gp ‚estsotliene : 


dalle quali si trae : 
Boo! — acig" + dag" = AC(mod. g" g,") 
e quindi denotando con y un numero intero : 
(23) 79" gl = Boo! Mor as'q" a dag," SAC à 


e i numeri 2, B, y e è sodisfaranno alla equazione (9). 
Rieavando i valori di A, B, C e sostituendoli nella equazione (2), si ottiene : 


g, 0 — o yg — do + dg'w 
ah ag — Bo m ßg'o 
Poichè C = 2(mod. 4), B = 1(mod. 2) dalle equazioni (22) e (23) si ricava ; 
y = 8(mod. 16), a=ò = gg, + 4(mod. 8), 
e quindi sarà sodisfatta la equazione (1) come volevamo dimostrare. 
Ogni equazione (2), per la quale sono sodisfatte le condizioni del teorema 1°, dà 
un valore di o per cui l'equazione modulare di ordine n ammette radici eguali, e 
quindi determina una radice u, = o(5,) del discriminante. Diremo che una tale equa- 
zione appartiene alla radice u, del discriminante. 
Ora abbiamo trovato per il discriminante : 
v 


(24) D = w’(1 — uw) * flu’) : 


dove f(u*) è una funzione razionale e intera di u8; quindi avremo : 


(25) fu?) = allfu, — 9(0,) |], 
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essendo a una quantità numerica ed i valori s, dovendo essere determinati mediante 
tutte Pequazioni che appartengono alle radici del discriminante, e che non danno valori 
identici per 9(0,). 

Trorena 2. Se la equazione : 
(2) Ac + 2Bo +C=0 


appartiene a una radice u, del discriminante, e la forma (A', B', C') è equiva- 
lente alla forma (A, B, C) e se questa si trasforma in quella mediante la sosti- 
tuzione : 
: y er do 
Ga = 
2] a+ Bor 

dove od — By =1 e y è pari; anche la equazione : 

(26) fs ORs’ + C—0 
apparterrà a una radice del discriminante, la quale sarà identicamente equale ad 

1 ey : ee 
u, o ad = moltiplicato per una radice ottava dell’ unità. 

l 


r 


Infatti, se il determinante della equazione (2) ha la forma (3) dovrà aversi: 


(27) C = 4: (mod. 8), B = 2: (mod. 4), 
dove e è eguale a zero o all’unità. Se il determinante ha la forma (4) avremo: 
(28) C= 2 (mod. 4), B = 1 (mod. 2). 


Ora poichè abbiamo: 
A'= A9 + 2B06 + CF, 


(29) B— AN -+ B(ßy + 20) + Cap, 
C = Ay? + 2Bya + Ce ; 
sarà: 
C' = C + 4e (mod. 8), B'= B + 2:' (mod. 4); 
e quindi : 
C = 4e + #) (mod. 8), B = 2(:+ €) (mod. 4), 
se il determinante ha la forma (3), e se ha la forma (4) : 
C' = 2(mod. 4), B' = 1(mod. 2), 


Dunque la equazione (26) apparterrà a una radice del discriminante , la quale 


sarà : 
ppd dA | 
ig He) 


Tom. IV. N° 6. 1861. 42 
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che è identicamente eguale .ad uw, o ad — moltiplicato per una radice 8° dell’unita. 
u 


r 


Trorema 3. Se la equazione : 
Ab + 2Bo + C— 0 


appartiene ad una radice u, del discriminante, la forma (A', B', C’) è equivalente 
alla forma (A, B, C) e questa si trasforma in quella mediante la sostituzione : 





yt dn’ 
(0) _ n 
a Bo! 
dove cò — By = 1, e y è dispari, la equazione : 


Aa” +2B'o' + C'= 0 
apparterra a una radice del discriminante, la quale sara identicamente eguale a 


I u aye 
VI — ui 0 ad „—— 0 ad una delle loro reciproche moltiplicata per una ra- 


v ut 
dice ottava della unità, soltanto se A = G (mod. 8) essendo il determinante della 
forma (3), oppure A = C(mod. 4) e il determinante ha la forma (4). 





Avremo anche in questo caso l'equazione (29) e le congruenze (27) se il de- 
terminante ha la forma (3); onde sarà : 


C = À + 4e(a+1)a = A(mod. 8), B = B + Ay9(mod. 4) 
quindi soltanto, se G = A(mod. 8), avremo: 


C' = 4e(mod. 8), B = 2e(mod. 4). 


Se poi il determinante ha la forma (4), saranno sodisfatte le congruenze (28), e 
quindi : 


Gi = À + 2a(a + 1) = A(mod. 4), B'= A +- A9(mod. 2) 
e perciò soltanto se A = C(mod. 2) avremo : 
C' = 2(mod. 4) , B = 1(mod. 2). 


In questi casi soli i valori di o(s') saranno radici del discriminante, ed essendo 


della forma : 
À 7. — AD 
'\— 0 + bo 


dove y è dispari saranno idenlicamente eguali ai 32 valori che si ottengono molti- 
plicando per le radici ottave della unità le quattro quantità : 
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= (0) u, 
Yo) = V1 — ul, DI tn, 
È TE rer) 
FAN RUE esp) _ Vus —1, 
(0) VI — ut g(s) ae vt £ 


r 


come volevamo dimostrare. 

Pertanto se prenderemo tutte le classi differenti delle Forme (A, B, C) i determi- 
nanti delle quali sono dati dall’equazioni (3) e (4) e sono negativi, e quindi in numero 
finito, ciascuna classe darà 16 o 48 equazioni appartenenti ad altrettante radici del di- 
scriminante in generale non identicamente eguali tra loro. Le classi che danno 16 equa- 
zioni le diremo di 1° specie, quelle che ne danno 48 le diremo di 2° specie. 

Ad ogni classe di 1° specie corrisponde evidentemente un fattore del discriminante 
della forma: 


(30) ( u®— 9° (0) ) (a =) = u'®— au’ + 1. 


Ad ogni classe di 2° specie corrisponde un fattore del discriminante della forma : 


i 


| Lis 1 ; > — 4 
(31) (us +) 14: a = 3) (w— 5)’ —) 


— ui — 3440 + bu + (5 —2b)u?4 + but® — 3u5+ 1. 





Bisogna però eccettuare quelle classi che danno equazioni per le quali aleuni dei 


16 o dei 48 valori precedenti sono identicamente eguali tra loro. 
Affinchè alcuni di questi valori siano identicamente eguali, è necessario e sufficiente 


che sia: 
pini do 


nn °— by = 1. 
at Bo ’ i 67 1 


O = 
quindi queste classi eccezioniali saranno le sole classi derivate delle classi che cor- 
rispondono all’equazione : 


— d 
(32) Bo + (5 )e-17= 0; 





se « = è (mod. 2), o delle classi che corrispondono all’equazione : 
(33) Qa + 2 (x —- d)a — 27=0, 
se a = 9 + 1 (mod. 2). 
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: : A x 0)! À 
Il determinante della equazione (32) €: (=) — 1, e deve essere negativo: 
quindi «a = — 9; e il determinante è = — 1. Ma vi è una sola classe di deter- 
minante — 1, rappresentata dalla forma (1, 0, 1). Dunque le classi che corrispon- 


dono all’equazione (32) si riducono a questa sola. 

Il determinante della equazione (33) è (a + 0)?— 4. Dovendo essere negativo e 
a + è dispari sarà « = — d + 1, e quindi il determinante sarà = — 3. Ma vi è 
una sola classe di determinante — 3 rappresentata da (2, 1, 2). Dunque le classi 
corrispondenti alla equazione (33) sono queste due sole. Per tanto le classi che danno 
meno di 16, essendo di 1° specie ed essendo di 2° specie meno di 48 radici del di- 
scriminante sono soltanto le derivate delle classi rappresentate dalle due forme (1, 0, 1), 
12 122 

Le classi derivate di (4, 0, 1) s’incontrano soltanto nei casi seguenti : 

1° Quando il determinante A ha la forma (3), ed essendo m il massimo comun 


EN n eee 
divisore di n e ÿ—A, —ha la forma 160° + d° e b è dispari. 
m 
2° Quando il determinante A’ ha la forma (4), ed essendo m il massimo co- 
I: I n Se LE 
mun divisore di n e ÿ—A', — ha la forma 4a*+b? eda e b sono numeri dispari. 
m 


Infatti nel 1° caso le classi derivate di (1, 0, 1) hanno il determinante della 
forma — £°; quindi dovremo avere : 


= 8h(n — 8h); 
onde : 
8h = 16a°m, n — 8h=b°"m, 
e sommando : 
n= m(16a + b), p = Aabm , 


6 è dispari ed m è il massimo comun divisore di n ep. 

Nel 2° caso poi. avremo : 

= (n — 2h) (8h — 3n); 
e quindi : 
n — 2h = am, 8h — 3n = b’m; 
onde : 
n = m(4a + dî), a == ab; 

a e b sono dispari, ed m è il massimo comun divisore di n e p 

Nel 2° caso una equazione che appartiene a una radice del discriminante è data 
dalla classe derivata p (1, — 1, 2), ed è: 

pm — 205 + 2p = 0, 
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ed essendo © dispari, la classe è della 1° specie : ma, essendo : 


+ 2 i 
abbiamo: 
1 
Ho)= — -——, 
pe) 9° (©) 


e quindi i 16 valori di w si riducono a 8 soltanto, e sono dati dall’equazione : 


u® + 1 = 0, 
che sarà un fattore del discriminante. 
Avremo lo stesso fattore nel 1° caso, se o = 4( mod. 8). Se poi nel 1° caso 
e = 0(mod. 8) la classe derivata (1, -— 1, 2) apparterrà alla 2° specie: ma i 48 


valori di w si riducono a 24 soltanto, perchè i valori distinti di w® sono tre soli, 
corrispondenti alle 3 equazioni : 

md. 0 ; D 2m + 22.0; Da — do 1 
le quali danno : 


i. (o) — 2 —, —— NES aa ==: 





2 
e si hanno i fattori del discriminante : 
ee le Du. A1, Cut 9. 
Le classi derivate di (2, 1, 2) s’incontrano soltanto allorchè, essendo m il mas- 
er. ’ n 
simo comun divisore tra n e il determinante, si ha — = 3a’— 2. 
m 
L’equazioni che danno queste classi appartengono alla 2° specie, ma danno sol- 
tanto 16 valori distinti per u, perchè abbiamo : 
8 
„8 BT (o) — 1 
? (6) APS o°(0) J 
SF DI 
quindi per il discriminante abbiamo il fattore : 
We EN NE 0): 


Trorema 4. Il sistema dei valori delle radici equali della equazione modulare 


è eguale al sistema dei valori di u per à quali essa acquista radici eguali. 
Infatti sia © un valore per cui l'equazione modulare acquista radici eguali, avremo: 


(32) Ao 298s + 0-0: 


e questa equazione apparterrà a una radice del discriminante. Siano le radici che di: 
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vengono eguali : 
( I l 
CG SG; Oh ars tei 
€ (=) MEC g (>) 
Bd a È 5 0 
4 J, 


Poniamo : 
du — c g o—a 
TE ! ue 
qu Lo rs vr qu ig 
q ÿ, 
onde : 


ZL e e e e e:_ k,_=_ 


Sostituendo nella equazione (32), avremo : 


‘Ay ee Ar Ar 2Bog' Cg'? 
(33) ot +2(7- + Bo, + = RN = 


€ 











AU I cl? I! (2 
(34) Ag, I 2 + nn + + 2Bo'g' + Cg, Lay 


[aes ' 
q, n 
Dalle congruenze che debbono essere soddisfatte da o e o' si ricava : 
Ac + 2Bog + Cg°= 0 (mod. n), 
12 Kal ae 

Ac° + 2Bog + Cg” = 0(mod.n) , 
ed essendo A un multiplo di gg’, è chiaro che le due equazioni (33) e (34) 
avranno i coefficienti interi. Hanno il determinante eguale al determinante delle equa- 
zione (32) come è facile a verificarsi, e poichè « e o sono multipli di 16 : 


As’ 2 Bog' + Cg? = C(mod. 8) 


7 + B = B(mod. 4): 





Dunque appartengono ambedue a una radice del discriminante, e quindi 9(o,) e 9(a,) 
sono radici del discriminante. 

Poichè 9*(0,) = 9°(5,) le radici del discriminante saranno tutte multiple, e dello 
stesso ordine pari di moltiplicità delle radici della equazione modulare , quindi ab— 
biamo ik seguente : 

Trorewa 5. Il discriminante della equazione modulare di ordine dispari n è il 
quadrato di una funzione razionale e intera di u® moltiplicata per una potenza in- 
tera e positiva di u. 

Quando n è un numero primo, l'equazione modulare non può avere radici mul- 
tiple che non siano soltanto doppie altro che quando u = 0, oppure u = 1. Infatti 
affinchè sia : 
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ee 6 Er œ — 0 
? n aA 


Ao + 9B5 + C— 0, 


deve aversi : 


e 5,5 debbono essere radici della congruenza : 


As + 9B5 + C = 0(mod. n), 


- 


la quale non ha più di due radici, e affinchè sia : 


deve aversi: 


A = 0(mod. n) 
2B5 + C = 0(mod. n) 


ed è chiaro che ¢ ha tn sol vaiore, e quindi abbiamo il seguente : 

Teorema 6. Il discriminante dell’equazioni modulari di ordine primo è il qua- 
drato di una funzione razionale e intera di u® che ha tutti è fattori disuguali mul- 
tiplicata per potenze intere e positive di u e di A — u. 


Construiamo alcuni dei discriminanti più semplici. 





- 3°—1 
19 — 53. ayremo 3 — (1) fu — 1-5 p= 2 — 2 — 0, 
D = wi(l — uf. 
AT — 4 — 2 ;: onde: 


D = u$(1 — u®)4(1 + auf + ut). 
In questo caso le classi di determinante : 
A = — 8h (5 — 8h) 
non esistono; quelle di determinante : 
A'— — (5 — 2h)(Sh — 15) 


danno soltanto il determinante : 
AE RE 


quindi si ha la sola classe (1, 0, 1) che da il solo fattore 1 + u°, e dovendo D 
essere un quadrato perfetto, abbiamo : 
D = ul — n9)4(4 + u8)?. 
esi lin an Onde: 
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D, = uÿ(1 — uP)? f,(uP). 
In questo caso le classi di determinante : 
A BRIE BR) 
non esistono. Quelle di determinante : 
AE (1 Bh)(Bh = 24 


si riducono alla sola (2, 1. 2) che da il fattore w'$—u#+1; perchè l’altra classe 
(1, 0, 3) non appartiene ad alcuna radice del discriminante. Quindi : 


D 


= wt — u) — u + u). 
AS n=9,g=—1,N=412,v=20, v, =12, p— 33—5—12=16. 
DiRe 
In quesio caso le classi di determinante : 
A=— 8h(9 — 8h) 


corrispondono soltanto a A = — 8. Le classi di determinante — 8 sono tre, ma 
una di queste è derivata di (1, 0, 2) e in tutte le forme che le appartengono ab- 
biamo A = 2(mod. 8); e B = 0(mod. 4), e non dà equazioni che appartengano a 
radici del discriminante. Ne rimangono due le quali sono rappresentate dalle forme : 


(1, 0, 8), (3, 4, 8) 


le quali appartengono alla prima specie, e danno due fattori di 2° grado rispetto 
ad ui. 
Le classi di determinante : 
A'= — (9 — 2h)(8h — 27) 
corrispondono soltanto ad h = 4, A = — 5. Ma queste sono due sole rappresentate 


dalle forme : 
(Sy Oy jar. (3551,22), 


le quali sono di prima specie; quindi altri due fattori di 2° grado in u®. Quindi 
fu?) sarà eguale à un fattore reciproco di 8° grado inalzato a quadrato. 


(Continua.) 
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ETUDE 


SUR L’EQUILIBRE DU BAROMETRE A BALANCE 
BUR. P. A. SECCHI; 
PAR LE PÈRE M JULLIEN S. J. 


ESC LPS 


I. L'appareil se compose d’un tube baromètrique suspendu à l’extrémité d’un 
levier de premier genre. L’extrémité inférieure du tube plonge dans une cuvette fixe 
et profonde, pleine de mercure, sans s'appuyer sur le fond du vase. Dans cette po- 
sition, la force qui tend à l’abaisser est égale au poids du mercure soulevé dans l’in- 
térieur du tube au-dessus du niveau de la cuvette, plus le poids propre du tube 
diminué du poids du mercure déplacé par la partie du tube plongeant dans la cu- 
vette. Un contrepoids fixé sur la seconde branche du levier fait équilibre à cette force. 
Comme cette force varie avec la pression atmosphérique, l’inclinaison du levier change 
aussi avec la pression; en sorte que la position du levier fait connaitre à chaque 
instant la tension de l’atmosphère. On peut même disposer l'appareil de manière qu’un 
crayon mis en mouvement par le levier, trace une courbe qui représente les varia- 
tions diurnes de la pression atmosphérique; c’est là le principal avantage de ce nou- 
veau baromètre. 

Le tube peut avoir une forme quelconque; mais afin d'augmenter la sensibilité 
de l’appareil , on fera le tube d’une largeur considérable dans la partie que baigne 
l'extrémité supérieure de la colonne mercurielle, et d’un moindre diamètre dans la 
partie qui descend au niveau de la cuvette; car alors, si la pression atmosphérique 
vient à augmenter, la quantité de mercure soulevée dans le tube et la force qui agit 
sur le levier augmenteront, non seulement parceque la hauteur de la colonne baromé- 
trique sera devenue plus grande, mais encore parceque, le tube s’étant abaissé , il 
faudra une plus grande quantité de mercure pour former dans le tube une colonne 
de même hauteur. 

II. Je me propose ici d'étudier la relation qui existe entre la pression atmosphé- 
rique, la position d'équilibre du levier et la forme du tube. 

La partie du tube qui plonge dans le mercure de la cuvette sera cylindrique, 
tant à l'extérieur qu’à l’intérieur : 

c sera l’aire de la section intérieure, et 
c l’aire de la section de la paroi solide. 
La partie du tube que baigne l'extrémité supérieure de la colonne mercurielle 
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sera terminée intérieurement par une surface de révolution autour de la verticale : 

y et f(x) représenteront le rayon de cette surface, 

x sera la distance du rayon y au-dessus d’un plan horizontal, et fixe relati- 
vement au tube. 

Les parois de la cuvette seront terminées intérieurement par une surface cylin- 
drique dans l’espace que parcourt la surface libre du mercure. 

C+ c' sera l’aire de la section horizontale du cylindre limité par ces parois. 

Soient encore : 

wo la hauteur de la colonne barometrique 

8 langle que fait avec la verticale ascendante la droite menée du centre de 
rotation du levier au point d’attache du tube ; 

a la longueur de cette droite; 

u le poids spécifique du mercure; 

vo et 0 des valeurs particulières de & et de 0 correspondantes à une même 
position d'équilibre choisie à volonté. Je supposerai dans les raison- 
nements o plus grand que o,, toutefois les formules seront générales; 

P le produit du poids que supporte l’axe de rotation du levier, par la di- 
stance de cet axe au centre de gravité de la masse supportée, quand 
la hauteur de la colonne barométrique est o, . Le tube et le mercure 
soulevés sont considérés ici comme une masse réunie au point d’atta- 
che sur le bras de levier; 

Q la quanité dont s'accroît le poids du mercure soulevé, guond la hauteur 
de la colonne barométrique augmente depuis a, jusqu'à o ; 

Q la diminution de poids qu’éprouvent les parois du tube en s’enfonçant 
dans le mercure de la cuvette, par suite du même changement de hau- 
teur barométrique. 

L'origine des distances x sera le plan horizontal passant par le point du tube où 
se termine la colonne barométrique, lorsque la hauteur de cette colonne est o, . 
III. Le théorème des moments donne l'équation d’équilibre : 


(1) P sin(6 — 9,) = (Q' —Q) a sin 9. 
Il faut calculer Q et Q’. 


Quand la hauteur de la colonne barométrique augmente de #5, à a, le tube 
s’abaisse de la hauteur 
a(cos § — cos 9.) ; 
le volume du mercure qui monte alors dans le tube au-dessus du niveau de la cu- 
ml} > 


vette est — , ou bien, suivant l’equation (1), 
u 
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2 sin(9 — 0.) Q 


ap sin 9 27 
et par suite le niveau du mercure contenu dans la cuvette s’abaisse de la hauteur 
P sin(0 —6,) Q 
Cap sin 9 Ce 
D'après cela, la hauteur de la partie supérieure du tube, primitivement vide, qui 
s'est remplie de mercure par l'effet du changement de pression, est égale à la dif- 


férence 


P sin(0 — 0 
a(cos 9 — cos 9,) — Ca dA > 0) HA a 


. ’ 
augmentée de 5 — "5, ; en sorte que, si lon pose 
a(cos 9 — cos 8) — — ——— — — =; 


le poids du mercure qui est venu remplir un espace primitivement vide dans la 
partie supérieure du tube, sera représenté par l’integrale 


ae 


w 


ru | | f(x) de. 
0 
La quantité H est la hauteur de la partie inférieure du tube qui a disparu dans le 
mercure de la cuvette par l’effet du changement de pression atmosphérique. Le poids 
du mercure qui était primitivement soulevé dans cette partie du tube est égal à cuH; 


et l’on a 
f+5—6, 


(2) Q= ur | [ fix) de — cu. 
(0) 
D'ailleurs, puisque Q est égal au poids du mercure déplacé par les parois du tube 
qui se sont plongées dans le mercure de la cuvette, on a 
Pc' sin(9 — @,) Qe' 


(3) Q = cul = acp(così — cos à) — a i ivan Ci 


d’où l’on tire 


__ Cc'ap Pc sin(9 — 0) 
(4) e ATTRA 





et par conséquent (2), (3), 
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H+6—5, 
CC à 


0 Q= er [Mafie HE Q = ur | [ajax 


(0) 


H-®—9 





C(c +c')a 

C+c 
Substituant cette valeur de Q'—Q dans la formule (1), on obtient l'équation expli- 
cite d'équilibre : 


P(c +c) sin(@ — 6.) 1 


cos 6 — cos 0 —___ — — 
À o) + 76 +c) sing 





+4—6 
P(C — c) sin(@ — 6,)  C(c+ cap > H 0 
(5) aC +c) np nan =F GRIN (cos 0 — cos 0,) = pr [fia)}? de , 


o 
dans laquelle il faut concevoir que H soit remplacé par sa valeur déduite des équa- 
tions (3) et (4) : savoir 
aC P sin(0— 0.) 
= cos 0 — eos Oo) — x — ©". 
C + c | o) az(C +c') sin 
IV. L’équation (5) fait connaître la hauteur de la colonne barométrique 5, en 
fonction de l’inclinaison 9 du levier, quand la forme du tube est donnée. 





(6) H 


Si le tube est cylindrique dans sa partie supérieure, en nommant À l'aire de la. 
section droite du cylindre interne, on aura 


[fey =A, 
et l’equation (5) deviendra 
. 1 BiG acs En | 
c= 0, + ACHT e sacri C (c4+c'—A)a(cos 0 — cos | 
dur une o SOTA | 
La dérivée - 15 sannule pour l’angle 9 qui satisfait à la relation 
P(A — 
(7) sree Er) sin 9, : 


C(A — c — c)a%p 


On en conclut, que dans le cas où la section interne supérieure A du tube est 
plus grande que la section externe inférieure c + € , si de plus les conditions de 
l’appareil sont telles que la valeur numérique du second membre de l'équation (7) 
soit inférieure à l'unité, il y aura une position d'équilibre, définie par cette équation, 
pour laquelle une accroissement infiniment petit de pression atmosphérique produira 
une variation finie dans l’inclinaison du bras de levier; c’est-à-dire, que, dans cette 
position, l’équilibre sera instable. Tout en laissant dans l'appareil A > c + Cc’, on 
pourra éviter cette instabilité d'équilibre, en faisant que le produit P soit considéra- 
ble, et que le bras de levier a soit assez court. 
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Dans le cas où le tube serait un cylindre de même diamètre dana t toute sa lon- 
gueur, on aurait A= c, el par conséquent 


C ala sin(9 — 6,) 
c)c 


RS samen (C+c)elar sing 


+ c'a(cos 4 — cos |: 

V. La même équation (5) fait connaître la forme que doit avoir le tube dans sa 
partie supérieure, pour que l’angle décrit par le levier, (9— @,), soit une fonction 
donnée de l’accroissement de pression (5 — ty). 

Le cas le plus intéressant est celui où l’angle décrit est proportionnel à la va- 
riation de la pression atmosphérique. Nous allons l’étudier. 

Soit donc donnée la relation 


TD — m, = a(9 — 0); 
où « est une constante choisie à volonté. 

Dans ce cas la fonction f(x) est telle que l'équation d’équilibre (5) se trouve 
vérifiée identiquement quand on.y remplace 5 — 5, par «(9, — 0). Par conséquent, 
si après avoir opéré cetle substitution l’on différentie l'équation par rapport à 0, en 
observant que f(x) est indépendant de 9, on obtiendra une seconde identité dans 
laquelle Ia fonction f se trouvera dégagée de dessous le signe f; et l'on en tirera 
immédiatement : 

P(C — c)sin 4, apC(c +c’) 





n ee EEE DL 
fIH = a(0, — 0)] ar: : 
tP sin 6, en apr G en 
Kuren Erz 


Il s’ensuit que les coordonnées d’un point quelconque de la courbe meridienne 


appartenant à la surface intérieure du tube, sont exprimées en fonction d’une même 
variable 9, par les formules 


al E sin(9 — 0.) 
ar E mc) 
i 1 ee) au(C +c) sind 





Caso + a(0—- 4); 


(8) ios E P(C — c) sin 9, — aC(c + c')sin°8 | 


2 
Px sin 9, + aura(G + c)sin’® — a®unC sin°6 


Dès lors il est facile de construire la courbe par points; car en dean! succes- 
sivement différentes valeurs 4 9 dans ces formules, on aura autant de valeurs corre- 
spondantes de x et de y. Les valeurs des coordonnées ainsi calculées à l’aide d’une 
valeur particulière 9° de l’angle 9, sont celles qui répondent à la section du tube 
où se termine la colonne mercurielle, lorsque le bras de levier fait avec la verticale 
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angle 6’, ou bien lorsque la hauteur de la colonne barométrique est 
o, + a(0' — 00)» 


Si la partie supérieure de tube que baigne l’extrémité de la colonne mercurielle a 


la forme définie par cette courbe, une variation de hauteur dans la colonne baro- 
métriqué égale à © — ©, sera accusée par une rotation du levier égale à SR 
Toute autre forme du tube donnerait aux mouvements de l’appareil une -loi plus ou 
moins éloignée de cette loi de proportionnalité. Cette courbe a une asymptote hori- 
zontale; car il est une valeur de l’angle 9 comprise entre 0° et 90° qui annule le 
dénominateur de y, pourvu toutefois que la cuvette ait une largeur considérable, de 
manière que le niveau du mercure qu’elle contient varie peu. Dans le cas où le ni- 
veau de la cuvette resterait sensiblement invariable, l’asymptote répondrait à une in- 
clinaison 9 sensiblement nulle. La tangente à la courbe est verticale, c’est-à-dire, pa- 
ralléle à l’axe de révolution, au point qui correspond à 0 = 90°; car pour cette va- 
leur de l’angle 6 la dérivée de y par rapport à 8 est nulle, et celle de x ne l’est 
point. Les valeurs de y correspondantes à des angles 9 également distants de 90° 
sont égales entre elles, car y ne dépend que de sin@; néammoins la courbe n’est 
pas symétrique par rapport à l’ordonnée qui répond à 9 = 90°, parceque x ne dé- 
pend point uniquement de sin 0. 

Cette courbe s'éloigne peu d’une parallèle à l’axe de révolution dans une assez 
grande étendue de part et d'autre du point qui répond à 9 — 90°. Il s’ensuit que, 
si l’on veut employer un tube cylindrique, et en même temps conserver autant que 
possible la proportionnalité des angles décrits aux variations de la pression atmosphé- 
rique, on devra disposer l'appareil de telle sorte que le bras de levier qui porte le 
tube soit horizontal quand la pression atmosphérique a sa valeur moyenne. 

VI. De la même manière on trouvera la forme que doit avoir le tube dans sa 
partie supérieure, pour que un crayon, placé sur le bras de levier, s’abaisse verti- 
calement d’une quantité proportionnelle à l’accroissement de pression atmosphérique. 
Il suffit de poser 

3 — ou, = «(cos 6 — cos 6,), 
et d'opérer comme dans le cas précédent. 

On trouve pour les coordonnées de la courbe méridienne les expressions suivantes 
en fonction de l'angle 6; 

D — (« + os (eos — cos 6,) RUE i pulci ali, , 
CG +e au(C+c) sing 


(9) Ta FE P(C — c)sin 9, + auC(c + c')sin30 li 


E N O A AN MT ee 112 
Prsing, + au r(aG + aC + ac') sin?o 
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VII. Pour une pression atmosphérique donnée, il existe toujours une forme du 
tube telle que l’appareil construit avee ce tube restera en équilibre sous cette pres- 
sion, dans toutes les inclinaisons qu’il plaira de donner au levier, et ne pourra ja- 
mais être en équilibre sous toute autre pression. 

Cette forme du tube se détermine par un calcul tout semblable à celui des pro- 
blèmes précédents. 

Soit 5, la hauteur de la colonne barométrique correspondante à la pression donnée, 
la notation restant d’ailleurs la même que par le passé. 

L’équation d'équilibre sera (5) 








PU — in(@ — 
(10) re TE ee 9 — cos 6,) )= ex [LA [ f(x) Pda , 
où (6) 
__ .a P sin(0 — 0.) 
lea (cos 6 — cos 8, ) Ss ap(G + ©) Huet 


Or la fonction cherchée fx) est telle que l'équation précédente (10) se trouve 
identiquement vérifiée , quelque soit l’angle 6. Si l’on différentie cette équation par 
rapport à 9, on a encore une identité; et cette seconde identité ne contient plus d’inte- 
grale, en sorte qu’on en tire facilement la valeur de f(H) : 


> — P(C— c)sin 0, + au C(e + e)sin’o 
LU) f=- 3 
Pr sin 9, + aun C sin°0 
D’après cela les coordonnées d’un point quelconque de la courbe méridienne qui dé- 


finit la surface intérieure du tube, sont exprimées en fonction de la variable 9, par 
les formules 


aC P sin(0 — 6,) 
CS hg ee Gime RSA 
C+c co ee: au{C + c') sind 


u. È P(G — e)sin 6, + a’uC(c + c')sin0 |£ 
ee Pr sin 6, + a’ur C sin?o | 
Ces équations se déduisent immédiatement des équations (8) en posant dans ces der- 
nières « = 0. Il est aisé de voir qu'il devait en être ainsi. La courbe qu’elles re- 
présentent a sa HE verticale au point qui répond à 0 == 90°; les coordonnées 
correspondantes à des valeurs de 9 également distantes de 90° sont égales entre el- 
les, sans cependant que la courbe soit formée de deux arcs symétriques. 

Etant donné à volonté la forme du tube, et. une position particulière d’équilibre, 
on peut facilement reconnaître si l'équilibre est stable ou instable, relativement aux 
petits mouvements que peut recevoir le tube sans changement de pression atmosphé- 
rique ou de hauteur dans la colonne mercurielle. 


4 





(11) 
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Pour cela on calcule par les formules (11) le diamètre que devrait avoir le tube 
au point où se termine la colonne barométrique pour que, toutes choses restant égales, 
l'équilibre soit indifférent. Si l’on trouve un diamètre plus grand que le diamètre réel 
du tube à l’extrémité de la colonne, l'équilibre est stable; si l’on trouve un diamètre 
plus petit, l’équilibre est instable. 

En effet, considérons le tube et le mercure soulevé comme un poids situé au 
point d’attache du tube sur le levier. Si le tube a dans le voisinage de l’extrémité 
de la colonne le diamètre déterminé par les formules (11), un petit mouvement 
donné au levier n’éléve pas le centre de gravité du système mobile, ni ne l’abaisse, 
puisque alors l'équilibre est indifférent. Si le tube est d’un moindre diamètre , en 
l’abaissant, on abaisse un moindre poids, ei en l’elevant on élève un plus grand 
poids que dans la première supposition; le centre de gravité est donc élevé par ces 
petits mouvements, et par suite l'équilibre est stable. Si le tube est d’un plus grand 
diamètre, le contraire a lieu, et l'équilibre est instable. 

On aurait simplifié tous les calculs qui précèdent, si l’on avait pris l’inclinaison ini- 
tiale 6, égale à 90°; mais les formules auraient été d’une application moins com- 
mode. 

Dans le premier baromètre à balance construit par le P. Secchi, le tube était 
formé de deux cylindres de différents diamètres, ajoutés bout à bout. Le plus petit 
cylindre plongeait dans la cuvette, le plus grand logeait l'extrémité supérieure de la 
colonne mercurielle. 

On avait sensiblement 


pour l’inclinaison 9, = 120°: 
PAS 00 0 ue 
unie, 
G = 22407, 
ALA ae eo Urs 
CE ul ONE 
c= 0%”, 93. 


S'. Etienne. 13 Novembre 1862. 
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CUBATURE DE LA SURFACE DES ONDES 


PAR M. WILLIAM ROBERTS. 





En prenant sur la perpendiculaire abaissée du centre d’un ellipsoide sur un 
plan tangent quelconque deux distances, comptées à partir du centre, et egales 
aux demi-axes de la section diametrale parallele au plan tangent, la surface, à 
deux nappes , lieu de leurs extremites , sera la surface des ondes de Fresnel. Je 
me propose, dans cette Note, de faire voir que les volumes des deux nappes peu- 
vent s'exprimer assez simplement par des fonctions elliptiques completes des deux 
premieres especes. 

Nous ferons usage des coordonnees elliptiques. Soit 

ac? gr ae 


IT a i 
guar p? — b°? pe 





l’equation de l’ellipsoide, d’ou la surface des ondes derive. 

On sait que les demi-axes de le section diametrale parallele au plan tangent 
dans un point, p, v, sur l’ellipsoide ont pour ualeurs, y(p°—g?), Y(eî—, (Voir 
la lettre de M. Liouville a M. Blanchet. Journal de Mathematiques Tom. XI, pa- 
ges 219-220) d’ou il s'ensuit qu'en designant par V, V, les volumes des deux nap- 
pes de la surface des ondes, on aura 


= 8 ir fir A 
VARE | (0? — 1°) sin9d0do, 
3 o (0) ; 
8 ir fir 3 
Mes (p? — v?)* sin6d6do 
re OP ee 


9 et 9 étant les angles qui determinent la position de la normale a |’ ellipsoide 
au point x, v. Mais, p etant la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan 
tangent, on sait que l’element superficiel. de Vellipsoide est egal à 

e? (0? —b?) (o> — c?) sin0d0 de 

Pe "TEE tao ners, 


tandis que le méme elment a pour expression en coordineés elliptiques 





(VG — ee) du dv. 
Vie? — 6°) (e —p?) (br) — »°) 
Tom. IV. N° 6. 1861. 44 
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Par consequent sin 6 d9 dg peut se remplacer dans des integrales doubles par 
p* (u LOS »2)V (2? erin u?) (0° Se v?) 

een Ver 





du dy 


ou bien encore, eu se rappelant que 


ee ie 


u x + à 


(ne PU me 





par l'expression 


pe? — 5°) (p? — c?) (u? — v°) de dy 








2 21? 2 212 2 2 2 2 2 2 ‚2 Se] ‘ 

(è? — n°) (6? —v?)? V(u? — D?) (0? — ud) (6? — +4) (0? — »°) 

Il s’ensuit dont que les volumes V, V, des deux nappes de la surface des ondes 
q 1 (Na PI | 

s'expriment par les integrales doubles, dans lesquelle, les variables se separent d’ 

elles mêmes de la maniere suivante: 


VS P Lira CA Be aes ale = a 
= (p? — 7) V(b? — (°_°) 


senno fp pat =P 
i de e REC 


ou, ce qui est la méme chose, 








3V, e p> dp dv 


b 
RG) a J (2—»9)? (OCA 








b y? dy 
usa en. 
3 VW > i me du lea dy 
sprlpib') (fi ci) | b (p? ui (22 in) )(c?—p”) V (b? — y?) (c* — v?) 


c dp sg v? dy 
eh Va )(c®— p? V(b? —y ) (c? —v?) 


La reduction de ces integrales, aux formes fundamentales des functions elliptique, 

















elliptique n'offre rien de difficulté. En mettant, 


pue 


p? — b?.cos* y 
ou en deduira facitement; | 
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b dy 1 7 ä 
| er (Fe Ee) 
É E V(b? —v*) (c? —v?) (0° a c’) V p? o» ha C p 
b y? dv Cc 
A RR pace 
où 
b? (0° — C°) 
Pt N, 
ee — bd) 


Pareillement en faisant 
b? (5? — c?) cos? 9 + c? (0° — db?) sin? 9 
(p? — c°) cos? 9 + (p? — b?) sin? 9 


2 


TI 


ou verra que 


c du rt \ 
A V (u2—b*)(c?—p?) p? V Ne bp \ € p c 





e p? du C 
| nn a 
o (pu) Vu) (p2 — 0?) Vp? — 8? 
k' etant le module complementaire a k. 
On a aussi 


c du A È u? du 
ne RE F h PAL Do LS E TÀ 
fesse fesse 


c? — b? 








ou h? = 


. c° 
6 dy 1 b v? dv 
«freni et) 
h' etant le module complementaire a A, 
Ou trouvera donc facilement 


. 





V, OUT) F (k) E (A) + F (h) E (A) — F (k) F —S E(k) E(4) | 
Vie IAA | FEU) FW )E() F(R) ) HT BE | 


ARIE 
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Pag. 214. lin. 23. Lyf; 3. OM er A 

» 245. ae respettivamente rispettivamente 
D 8. di questi che questi 

» — 27. nelle prima nella prima 

» 216. 2. ed impicciolite od impicciolite 
ey AYE 2. questo genere questa specie 
Di 2921. 2. (montando) gv qu 

D 222: 2. pono pone. 

D 225; 1.8. si presentano emergono 

D 051 9. ca! ea 

» _ 14 aa ca' 

» . 232 2, 3 minime parti parti infinitesime 
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